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SUR LES SOLUTIONS PÉRIODIQUES 



DU 



PROBLÈME DE LA ROTATION DTN CORPS 



AUTOUR D'UN POINT FIXE, 



PAR M. GUSTAF KOBB, 

à Stockholm. 



Dans ses célèbres Mémoires sur la Mécanique céleste M. Poincaré a étudié des 
solutions périodiques d'un système d'équations différentielles de la forme sui- 
vante : 

dx 

(0 'W ~ ^v(^M-rj, ., ., J7„,/x) (v = i,2, , . ., /^), 

où les Xy sont des fonctions développables d'après des puissances entières et po- 
sitives de x^^ . . ., :r,i et de [jl, \k étant un paramètre arbitraire. 
11 a montré que, si ce système admet pour [jl = o une solution 

périodique par rapport à t avec la période t, il admet aussi en général pour des 
valeurs très petites de u. des solutions périodiques, dont la période diffère très 
peu de T. 11 en admet même avec la période t, s'il existe une intégrale du système 
uniforme et indépendante de t. 
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Nous allons employer la méthode de M. Poincaré à la recherche des solutions 
périodiques d'un système bien connu d'équations différentielles de la Mécanique 
rationnelle, savoir le système qui définit le mouvement d'un corps grave autour 
d'un point fixe. Ce système est, comme on sait, 

A^=(B-C)7/-4-M^(/o/-:ïo/), % ^ry'-qy\ 

\y hj C sont les moments d'inertie principaux du corps par rapport au point fixe, 
•^oj^o) ^0 les coordonnées du centre de gravité du corps quand les axes sont les 
axes principaux au point fixe et M la masse du corps. 

Dans une Note publiée dans les Comptes rendus (*), M. Kœnîgs a énoncé 
l'existence des solutions périodiques de ce système. M'étant aussi occupé de 
recherches analogues relatives à la même question, je vais développer dans la 
suite les résultats que j'ai obtenus. 

l^osons 

on aura un système de la forme (i), savoir : 

A^=(B-C)7r + fx(Y,y'^-î/), ^^- =ry'^qy\ 

dr dy" 

C ^ = (B-^C)/?7 4-fx(Çy' -Yîy), -^ = ^7 ^ Py' ' 

Si le point fixe est très près du centre de gravité, le paramètre |Ji a une valeur 
très petite. Nous savons intégrer le système (2) pour |jl=: o, et nous trouvons 

P=Po, 7 = 7o» '' = '•0, y = yo. y' = yi' / = yo» 

où poy^ot f'of T«»ïo' ïo *^"^ ^^^ fonctions doublement périodiques du temps (^), 
dont la période réelle soit t, et cela quelles que soient les valeurs initiales des 
variables. 

Nous allons voir, maintenant, qu'il existe des solutions périodiques du sys- 
tème (q) pour des valeurs petites de [jl, avec la période t, dont les valeurs ini- 
tiales diffèrent très peu des valeurs initiales /?©, <7o» ''o> Yo? y'oî Ïo ^^^ fonctions 
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Poi (7o» ''oi Yo» Yoî ïo* Nous allons développer ces solutions diaprés des puissances 
de \k et donner une méthode pour le calcul de proche en proche des coefficients. 
Soient 

)^o-+-Pi, 7o^-?î» ''0-+-P3, yo-+-P*» yo-^-Ps. /o-^-Pc 

les valeurs initiales des variables/?, 9, /*, y, Y^Y"5 2l l'époque t ces variables 
prennent les valeurs 

A>0-+-Pl-4-^l, 70+Pî-+-^î> ''0-+-?3-+-4'3. 



OU tL,, <j/2, . . ., if^ sont développables d'après des puissances entières et positives 
de ^1, ^2y • • • > ^c 6t de [x. La condition nécessaire et suffisante pour que la solu- 
tion soit périodique est ainsi 



(3) 



^1 = 4^1 = +J = +4 = ^8 = ^« = O. 



Ces équations ne sont pas indépendantes. En efTet, nous connaissons trois inté- 
grales uniformes du système (a), savoir ; 



(4) 



F. 

{ F, 

F, 



( F,= 



Apy-hiity'+Cry'—C,, 



7' + y'' -+- 7 



'■" = I . 



Les quantités ^ sont donc assujetties aux équations 



(5) 



F,(^o-i-|3. 
F, (7^0+ Pi 
FoGo-i-|3, 



'^t 7'» -t-Pe 



^,)-F,(p,-hP„ . 


••. yo+|3«) — 0, 


+.)-F.(Â+|3.. • 


••' 7o+t^«) — 0. 


"l'.)-F,(7o-HpM • 


• •,/o+P«) — 0. 



De ces équations nous lirons ^«, ^2 et <{^e en fonctions de ^3, ^t, à-,, qui s'an- 
nulent pour 

4^3 = +* = +5 = o. 

On peut donc supprimer les équations 

^1 — ^2 = ^6 = O. 

Cela exige que le déterminant fonctionnel 

dl\ d¥\ ôVj 

Op ôq c^/' 



dp 


àq 


àY, 


dY, 


dp 


à'I 


dV, 


ÙY, 
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ne s^annule pas pour 



P = />Of 7 = ^0» ' — '0» 



r=zr„. y = yo» y'=/o» y" = 70» fA = o, 



On aura 



A = 4 



A y, By; C7- 
o o 






= 4AB7; (/>o/o — 9oyo) < o. 



Nos conditions sont maintenant 

4», rz o, 4^4 = O, 4^4 z= O. 

Nous avons six variables ^i, . . . , ^e; mais les trois dernières sont assujetties à 
la condition 

(y« + P»)' -t- (y; + (3.)' + (y; + p. )' = . . 

de sorte que nous ne pouvons donner des valeurs arbitraires qu'à deux des ji. l^o- 
sons, pour simplifîer, 

Les fonctions ^3, ^^j ^^ sont des séries en ^1, ^2) ^s ^t [x, qui s'annulent en 
même temps que ces variables. Pour pouvoir tirer des équations (6) les j3v en sé- 
ries de [JL, il fallait d'abord voir si le déterminant fonctionnel 



ne s'annule pas pour 



?1 = Pi = P, = fX :- O. 



Mais Pj q, /*, y, y? ï^ étant pour [jl = o des fonctions doublement périodiques 
de T, les '} sont des fonctions assez compliquées des P, de sorte que la discussion 
du déterminant pourrait être diffîcile. Nous allons, par conséquent, adopter une 
autre méthode, et, dans ce but, cherchons d'abord s'il existe des séries périodiques 
qui satisfont formellement aux équations (2). 

Nous allons ainsi essayer d'intégrer le système 



A ^f = (B - C)<jr + fx(r,y'- Cy'). :^ = 



(6) 



=: (C - A) /•/. + ;. (Çy-fy"), 



B^ 

c'^:=(A-H)/>7-^f^(Ç/--07), 



(il 



n'-iy"* 



cil 



:^py'-ty, 



df 
"dJ 



z}7'='/y-py' 
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par fies séries de la forme 

(7) 



OÙ les coefficlenls de [jl^ sont des fonctions périodiques du temps avec la pé- 
riode T. On sait que />o, 701 ''o? Yo> Yo' To sont des fonctions doublement pério- 
diques, dont la période réelle est t. Substituons ces séries dans le système (2) 
et comparons les coefficients de [x^ des deux membres. Nous aurons, pour )v = i , 

A -^ = (B — C) (To^, -h çon) 4- (yî/; — Çy;), 



r r 





/•,,fx', 


f- 


«e 



7). F. 



(«) 



^^ B ^ =: (C - A) (/>or, + ro/>.) + (Çyo - >/;), 



et 



(9) \ -^^ Poi\- f\yx-^ Pxy^— '\y,,, 

-^ — ^oyx— Poy'i-^ ^x7o -- Pxyo\ 



ensuite, pour X = o, on retrouve les équations 



dt 



= {B-C)qor,, 



(10) { B^=.(C-A)/-o/>„, 

C^=(X-B)poqo. 



('0 1 -^ =Poy"o-royo^ 






/"ac. c/e r., 2' S., I. 2 
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En gênerai, on aura 

A ^ - (B - C) (7.a+ /•«7X) = tiyx-, - Cn-. + H, = T^', 

(1^) i " ^ - (f^ - A) ('vx-t-Aa) = Çyx-.- çyx-. + ". = r/', 

C ^ - ( A - B ) (/>,7),+ 7./»x ) -:^ ?yx-. - -on-, + H, = F^. 

OÙ H|, Hj, lia sont des polynômes qui eonliennent au plus 

/>>._t, 7),-,, a_, et yx_,, yi_„ yx-j ; 



ensuite 



(i3) 



d} ~" ("/oyi—Poyi) — — /'xy'o -+- 7xy« -+- L, =: il']», 



où L|, I^2> ^3 sont des polynômes qui contiennent au plus 

/?)._j, 7x_|, a_i, yx«,, yx_,, yx_,. 

Inlc^j^^rons d'abord le système (8), que nous écrivons 

Aî^ - (B -c)(7o'-, + /-ov.) =-n-/;-î:y; = r,", 

B^ -(C - A)(r,/,,+/,.r,)= Cy.-Jy; = T',", 

c ^ - (A- B) (p,q, + 7./>.) = $y'o - ^y»= n". 

(]e système dépourvu des seconds membres n'est autre chose que les é(|ua(ions 
aux variations du système (lo). Alors nous en connaissons trois intéjçrales parti- 
culières, car le temps n'entre pas explicitement dans (lo), savoir 

_ ^//>o _ B — C _ ^7o _ C- A _ r/r, _ A - H 

i^osons maintenant 

H - C C - A A - W 

P\ ~ ^1 j^ 7o'*0. 7l " ^\ — ÎJ 'o/'o -+- "l. '*! ~ '^l ^. /'oV«-^ •'!• 
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et l^on aura 

(B - c)?,/-. ^^ -(B - r.)(<7,.',4- /,«,) =:r'.' , 

*^ îr -*■ ^*^ - A) '•./'. '^ - (C - A) /•„ r. ^ r,' ', 

C^ +.(A-B)/.o7o^-(A-B)/>.«. =T^K 

De la première de ces équations, nous aurons 



(•4) 



dai i'i //| F, 



û^^ /'o ^0 ( B — C ) (/o /'o 

et, en substituant celte valeur dans les deux autres, 

du, (C -\)r,ro _ (B-C)7oW^-(C-A)/>orv' 

"^ dl '^ r/o ''^"^ (B-C)7„ 

^ dt "^ /-o '*"" (B-C)ro 

On voit aisément que 

go ^ 

sont deux intégrales particulières de ces équations, sans seconds membres. En- ^ 
suite, on aura 

•'(B-C)7„r,"-(G-A)/>„r," 



ix,=x,.| 



B(B-C) 

''-'■■^Jo (W=c) 



dt, 



dl. 



On peut montrer que les seconds membres sont des fonctions périodiques du 
temps avec la période t. Dans ce but, multiplions la première des équations (8) 
par/7o, la seconde pav Çq, la troisième par r^ et ajoutons; on aura ensuite, en 
tenant compte des équations (lo), 

Po^'i-^go^'i-^f'o^'i— ^^ (A)yo/^i-+-B7o7i-+-Cror,). 

La quantité entre parenthèses est une fonction périodique du temps. En 
effet, nous connaissons l'inlégi'ale du système (2) 

Ap^-h Bq^-^ C/-*4- 2fjL(^/ H- ny'-^- Ç/) Z3 2K1. 

En substituant dans cette équation nos séries (7) et en comparant les coefficients 
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des diflTérenles puissances de [x des deux membres, on aura 

A/>o/^i4- B7o7i-^ Cto/-, -+- (?yo-+-^/o"^ îyo) = consl. 
ou 

^PoPi ■+- B7o7i -»- Cro/j = U,, 

U{ étanl une fonction périodique connue du temps. Ensuite, on aura 

y«r', + -/or'.-r-y-on^ /.(A/>.r, + B7.r;+ cr.rj = o. 

Ainsi 

^0 r; -h 7or; -4- ro r; z^ -^-* , 

ApoT\ H- B^/oF, -h CroTa = o, 
d'où résulte 

(B-c)<7,r,-(C-A)/>or, = -c^, 
(H-C)/-or;-(A-H)/',r,= b^. 

Substituons ces expressions dans (i5), on aura enfin 

^' - '' ~ B(B-i:) ' 

BU, 



(16) 



Ensuite 



1/7 



y; ^/J^B-cLVCz-î Byj; '^yo'-.J 



l*our (|ue «1 soit une fonction périodique du temps avec la périod<î t, il f;iut 
que Taccroissement du second membre pendant le temps t soit nul; ainsi 

^'"^ ''(77)^^'(^) = -[irbJ((yF;-n^)^'-^<7Ît' 

en désignant par 

la valeur moyenne de F, F étant une fonclion périodique du temps avec la période t. 
Ensuite nous aurons 



"«' --f'\h*k*M''<à-^hM 



dt -t- r/,. 
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où rt| est une nouvelle constante arbitraire, et enfin 

B-C 

Pi = ^i — j^ — Çoro, 

■> 70 

A — B V, 

'1 -^1 — jr—poÇo-^ — » 

OÙ rti , Al et Vi sont données par (16) et (18). 

On observe que Oi peut devenir infinie, mais d'une telle manière que />i , (/i et 
/•i restent loujours finies. Cela résulte immédiatement de l'expression de p^y 7«^ 
/\, comme des fonctions doublement périodiques. 

Nous avons ainsi trouvé une solution périodique du système (8) qui renferme 
deux constantes arbitraires, les constantes X| et V| étant assujetties à la condi- 
tion (17). 

Intégrons maintenant le sj^stème (9) que nous écrivons de la forme 



de '^o/i -^- 70/1 — '1 /o — 71 y — **i 9 



> dy' 

(20) { -jj — />oy"i-+-'-oyi —pxy\ — rxy^ — \Vi\ 






dy' 

-jf — 7oyi -^PoYi = çiyo —pr/o - ^^' 



Nous connaissons trois systèmes d'intégrales particulières de ces équations dé 
pourvues de seconds membres, savoir les neuf cosinus directeurs 

«0, Po, yo> 

^0' ro> yo> 

^0» Pu» y©» 

mais il est préférable, au lieu des a et ^, de choisir les combinaisons linéaires 

a ^zOLq-^ i^oy b r_r «0 — i%, 

a' — a, -t- f^;, b' — «; — f j3;, 



î désignant le symbole \/ — i. La solution générale du système (20) sans second 

membre sera donc 

y, — {\a 4-Cj^ -HC370» 

y\^C,a'-^C,b' + C,y',y 
y\^C,a"^C,b''-i-C,y\. 
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Pour trouver la solution la plus générale du système (20) avec les seconds 
membres, appliquons la méthode de la variation des constantes. On aura 

^ W^^ HT'^^' dÛ"^^^ ' 

"" di ^^ cU ^ '' di " "^ • 

En multipliant la première équation par b, la seconde par b' , la troisième par 
// et en ajoutant, nous aurons 

en vertu des relations 

ab -^a'b' ^ a'b" — o, 

b^o-^ b''/o-^ b^'/'^^o, 
et, d'une manière analogue, 

^^ _ i(all',"+ «'11'."+ «"Il,"), 

'^^'=7. H'." +-/;»'."+/. 11;". 

Hnsuile on aura C{, C^ et C3 par des quadratures. Ktudions maintenant les 
(onctions dans les seconds membres. On a, d'après M. Hermile ( ') et en adoptant 
ses notations, 

.,' - ^' ^ /3' - ^<")I'' '^"-J^ ./(>.„.v, A' - a' - 1 3' - **( ")"'^"-^'") ^-„X.,^v. 

,r ^ «■• ^ /?' ^ "\^?-®^~-^ e'o—'. 6" = «' - /?' ^ "', R--Î",f ^-^ c>-'<>."-., 

'^ /H,(oj)»(m) ^ /H,(aj)B(//) 

rn/< , rhwosn// „ sno)(ln// 

' cu(âj '" cno) ' icno) 



( *) 5ar quelques applications des fonctions elliptitjues, p. 34- 
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on to, X el V sont des constantes et ii est une fonction linéaire du temps 

u — n(t— Iq). 
Ainsi, H'/\ H!j", Hy étant des fonctions périodiques du temps, on aura 

où P est une fonction périodique. Ensuite 

Pi est une nouvelle fonction périodique et C^ une constante. De même 

Enfin, en introduisant les valeurs de H^', Hî^", H|,'^ dans l'expression de — ^, 

V C C 

on trouve 

— 7^ r= o, Lj^^consl. 
tu 

Alors, nous aurons 

, _r„ ^c h^c . - «. (o) [ H (« - 0.) I'. jt) + H (». + M) P - (f )] 

y, _C,« + C.ft + Cy, 3H.(..)e(//) ■^/-'^•" 

(3.) j/,_L,« -HL,6 +C,y,_ _g_-___ ^t,/„, 

/,_C,« 4-U6 4-Cr/„- ______ +C3/„. 

en posant 

(1, == C, = o. 

Par conséquent, Vi, y',, v^ sont aussi des fonctions périodiques du temps. Il 
est clair que les expressions de v,, v'^ , v^ sont réelles, les quantités 

C|^, Cj^, ... 

étant des quantités conjuguées. 

Au commencement de nos recherches, nous avons posé 

C'est-à-dire nous avons supposé que les séries y, y', y" pour / = o se réduisent 

« "^ > ""»» 



If) 
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Alors il faut que yi, y',, v* s^annulent pour / = o. 
Cela nous donne les équations 



Mais le déterminant 



C,a +C 


tb -nCayu — 


o. 




c,ff' + <:,i' + c,y;-o. 


pour t o 


C,«"+C,6'+(:,y; = o. 






a b y^ 






• 


a' b' y; 

a' b" v; 


- 


-4'5 . 



il s'ensuit 



Cj^zO, Cj^O, Cjr=o 



pour / = o. Cl étant une constante, nous la choisissons égale à zéro. Ensuite 

c,= ^ A61i;-+-6'h;-4-^^''h;)^/ = -^ fiOp,-hb'q,^b'r,)(if, 

en vertu des expressions de lIp H^, Hg et les relations bien connues en ire le 
rosinus directeurs. 

En substituant les valeurs de yo,, q^, r,, prises de (i3), en tenant compte de 

(lo ), (i5) et (i8), nous aurons 



(.v.i) 



-fi' 
\f[{' 

a.f L 



dt 
dt 



dt 
dt 



fPo . ijf^li 



dt 



dt dt 



dl)l 11 
dr,\ r'dt 



dt 



'^\ de 

f3 *=/*■'"• 






où A| et A2 sont deux fonctions de / entièrement connues. Après l'intégration, il 
faul partout poser / =r o. 
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î? 



Ces deux équations cl Téqualion (i^) font connaîire les trois constantes «i, 
A| et V|. Elles ont la forme 



Li«ri 4- M|Xi 



N.V,=:j 



= / Al dt, 



(23) 



\ Ljâri-h MjXjH- NjV,i= I X^dtj 



MaXi-i-NaVi^ A3, 



de sorte que la condition nécessaire et suffisante pour que Ton puisse déterminer 
les constantes «i, X|, Vi par(23) sera 



(24) 



D — 



L. 


M, 


N'. 


L, 


M. 


N. 





M3 


N, 



^o. 



Cette condition remplie, nous avons intégré les équations (8) et (9) par six 
fonctions périodiques de la période t 

Pi> Çu '1» yu y\> y\y 

dont, en outre, les trois dernières s'annulent pour / = o. Substituons ces valeurs 
dans les équations (12) et (i3) et posons X = 2. En les intégrant, nous trouvons 

/>î» 7j, f't> yty yi, Vî 

et ainsi de suite. Supposons maintenant que nous ayons trouvé tous les coeffi- 
cients de />, <7, /', y, y'î y jusqu'à Tordre n — 1; nous allons voir qu'il est possible 
d'intégrer les équations qui déterminent 

Pn9 ^/nf ' «> ynf y n^ y a* 

Posons \=z n dans les équations (12) 

dpn 



(25) 



A4"--(B-C)(^o/'«4-roy„)=rV", 
W ^J; - (C - A) {r,pn-^p,r„) := lY', 



dt 

dt'n 



\ ''-dt 



{k-h){p,qn'^q,Pr,)-^\:i'\ 



où les r dépendent, au plus, des coefficients d'ordre n — \\ elles sont, par con- 
séquent, des fonctions connues périodiques du temps. Nous connaissons trois in- 
Fac. de T., 2» S., L 3 
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légrales parliciilières des équations (26) sans seconds membres, savoir : 

__B-C _^-A _A-B 

(le sorte que nous posons comme auparavant 

B - C C - A A - B 

Pn — ^n J^ 7o '0. f/n =^ «« ^jj ^^Po ■+- 'h,, '/i = ^" ~ (J ' PoÇo-^ *'«• 

Un calcul, tout à fait analogue à celui que nous avons fait pour /? = i , nous 
donne 

î^ — !!ri 4. îl^ _^ Ft''^ 

^/^ /"o 7o (B — Cjyo/'o' 

|. dun (C-A)ro/^o __ (B-C)q,r, "'^( C-'\)por r 
dt "^ 7o """ (B-C)7o 

(U^ (A--B^)/>oyo , _ (B-C)/-or 3-"-( A-B) />or;> 

^ di '^ ~ /-o ' '''■" (B-C)/-o 

cl, ensuite, 






B(B-C) 

' (B-C)ror3- ^-(A-B)/.or/-> 

(:(B-C) 



dt. 



où X,| et v,i sont des constantes arbitraires. 

Nous allons montrer que les intégrales dans les seconds membres sont des fonc- 
lions périodiques du temps. En eflet, on obtient aisément 

pjr-^-q.V^,^' 4- rJ\-'= ~ {ApcPn-^liqoqn'^Cr,r„) 
(26) { et 

\poTr-^^7on''-^(^ro^^'=^i>J^{^yoPn-hny',q„^Cy:r„). 

IVautre part, nous avons les trois intégrales premières de notre système (2) 

A/>»-+-B7«-hCr*-+-2|ui(ty^-Yj/-HÇ/) = .2K,, 
A/>y-hB7/4-Cr/=:K„ 

Substituons les séries (7) dans les premiers membres, développons d'après les 
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puissances de [jl et écrivons que les coefficients de \k" doivent être des constantes. 
Ainsi, 

( ^PoPn-^ ^Ço^/n-^ C^o''n= U„ -j- COHSt., 
(27) < AyoPn-^ ^yoÇn-^Cy"^rn-h Xpoyn-^ ^ÇoYn'^C.f'oy'n— V',, 4- COUSt., 

( yoyn-^y'oYn-^ y"oy"n = ^n> 

où Uw, V^, et W,, dépendent seulement des coefficients d'ordre moins que n\ 
elles sont, par conséquent, des fonctions connues périodiques du temps. En ob- 
servant que 

A/>o = /o yof B ^0 =^ '0 y y C /'o = /o /o , 

on obtient, des deux dernières équations, 

'0 ( A yoPn -+- B yi Çn 4- Cy; r„ ) = V„ h- const., 

où V,, est aussi une fonction périodique connue du temps qui s'annule pour 
t = o. Ainsi, les équations (16) prennent la forme 

n P")-*- n F'*' -4- r F"^ — ^^n 



d'où il résulte 



A/^orr + BçorV"+ C/-on'"= ^; 



(B - C);-.r',''' - (A - B);,,r,'"= B^ - ^ 



et 



î -T , V<. -CU« 
'^"-■'•'''^B(B^rc)' 

_- BU „-V„ 

v„ _ v„ + ^^g--^ • 

Enfin, en substituant ces valeurs dans l'expression de -3-^) on aura a„ par une 

quadrature analogue à celle obtenue pour a,. La condition pour que a„ soit une 
l'onction périodique, savoir : 



nous donne une relation de la forme 



const. 
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Ainsi 

ii f/o 



l'n — 



A - B _ v« 

p—Po7o^n-^ —' 



mais, a,/, X/i, V/i étant des fonctions périodiques du temps, /?,,, y,,, r,i sont aussi 
des fonctions périodi(|ues du temps. Passons, ensuite, aux écpiations (i3) pour 

L'/'\ lj"\ V."^ ne dé|)endent que des coefficients d'ordre moins que n, dv sorte 
(prelles sont des fonctions périodiques connues du temps. 

On voit aisément qu'on peut intégrer le système (3o) exactement de la même 
manière que le système (ao). On obtient 

où les u et les oui la même sigiiiHcatiori qu'auparavant. Ensuite, C!'," , C!/'', Ci,"' 
sont déterminées par 

tir " f/r '*> ftr '») 

(il ^ (U ^'^" (U ' ' 

(roù résulte facileuHMit 

1 A_ - V II " -4- '/ Il "^-1- v" Il "' 

de ""'*'' ^^/o'*j T-7„iij . 

Mous allons voir que le second membre est la dérivée d'une fonction pério- 
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dique du temps. En efTet, nous aurons 
V H^"' -i- v' H"*' -4- v" H" — V -5:^ -4- v' --^^ -4- v" — '^^ 

-H y/,('-oVo — 7o7o ) H- y;»(/^ûya '^ 'v/o) -+- y« (^oyo— /^o/o ) 
- ^ (yoy« + /oy;,-+- /«y,,), 

d'après (i i). Maïs la quantité entre parenthèses est égale à W« (27), de sorte que 

(Ta"'— W„4-consl. 

Quant aux C'/'^ et C["\ elles ont la même forme que C| et G, et, d'après la 
forme de H^/", H^î, HJ, on remarque qu'elles dépendent des constantes 

absolument de la même manière que C| et C2 dépendent de a,, A| et Vi. 

Il en résulte d'abord que y,,, y)^, Yn sont des fonctions périodiques du temps, 
C;' et C^' ayant la forme 

et, ensuite, que la condition que y,i, y^^, y*, s'annulent pour / = o nous donnera 

C'i'''~-0, Ci'*'=:0, C,«^=:0, ^ = 0. 

Les deux premières équations ont, en employant les notations (28), la forme 

Lj^rt-i- M,X„-h N|V„ = quantité connue, 
Lia^H- MjX;, -h NjV;,= quantité connue. 

Mais )v< 6t V/i sont encore assujetties à la condition 



^"[^l'^^-l^j ]='''"''• 



ou 

MsXn -h NsV^^ quantité connue; 

de sorte que la détermination des constantes d'intégration ««, X,,, v,, est toujours 

possible si le déterminant 

L, M, N, 

Dt= L, Mî i\, 

o M3 N3 

est différent de zéro, ce que nous avons déjà supposé. 

Ainsi, ayant supposé qu'un calcul préalable nous ait fait connaître les coeffi- 
cients de nos séries (7) jusqu'à l'ordre (n — i) comme des fonctions périodiques 
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m 

du temps, nous pouvons toujours déterminer les coefficients d'ordre n comme 
des fonctions périodiques du temps. Observons aussi qu'ils sont complètement 
déterminés par la condition 

yn^ya—yn=0, pour ^ — O. 

Par conséquent, le calcul formel ne s'arrête jamais et il existe des séries 

p-^mi^'^^ Ç>-^Ç>^1^\ r=2afx\ 



y—^yy^i^^^ y'=^yii^'^f yn^^ylp-^^ 



qui, substituées dans (2), satisfont formellement aux équations et dont les 
coefficients sont des fondions périodiques du temps. Enfin, les séries de y, y? y" 
se réduisent, pour / = o, à 

yof /o» yoy 

ou au\ valeurs initiales de yo? Yo ^^ ïo' ^^^^ nous sommes partis. 

Passons maintenant à la démonstration de la convergence de nos séries. Nous 
avons déjà indiqué les difficultés qui se présentent en partant de la solution 

périodique 

/>o7o''oyo/o7o 



des équations (2) pour [jl = o. Ces difficultés proviennent du fait que les 
accroissements •]; deviennent des fonctions assez compliquées des variables ^. On 
peut pourtant les tourner de la manière suivante : posons 

"/=7o-t-F.vi, /=y'o-^f^/î» /=yo-+-f^/8, 

et choisissons les x et les y comme variables au lieu de />, 7, r, y, y', y^', y. Les 
é(|uations (2) deviennent 

dx 

\-^ — (B — C)(7.X3-f-roX,)4-Yî7;— Çy'oH-fA[(B — G)a:2^3-^Tn/5— Kyt], 

dx 

B-77 =:((: — A)(ro.r,4-/>o»r3)-+- Çyo — ^/o + FUC — k)x^x^-^ Ç ji — ^Js], 



(3i) 



dt 

dxi 
HT 

dvi 



— (A - B)(/>oof,-+- 70-^1) -^ ^-/i— T^yo -+-f^[(-V - B)j7iJ^',4- ?/j— -n V,], 



-^j - /?o V, - r\y\ 4- x^ yl — a ,70 "^ f^(^'i7s — -^s Ji )• 

^- =^ 7o/i - Po}'!-^ ^lyo — *^i y'o -♦- f^(^«ri — ^1/1)' 
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Pour |JL = o, ce système devient idenlique aux sjslèmes (8) et (9). Ainsi, nous 
connaissons une solution périodique du temps avec la période t du système (3i) 
pour jjL = o, savoir 












^1 -/^it 


.r,-~^i, 


•^3 — ^1» 




7i-yi» 




7«— yi» 


jj-yi. 



et, du reste, nous savons qu'elle est la seule pour laquelle yi? Tu y\ s'annulent 
pour / = o. 

Appliquons, maintenant, la méthode de M. Poincaré en prenant cette solution 
périodique comme point de départ et voyons si le système (3i) ne comporte pas 
aussi pour des valeurs très petites de [x une solution périodique avec la période t, 
telle que j^i, ^2? ^3 s'annulent pour / = o. 

Au lieu de prendre comme variables les valeurs initiales des x et des y et, 
ensuite, de les déterminer de façon que les accroissements des ^ et des j*, pendant 
la période t, s'annulent, nous pouvons évidemment aussi bien choisir les con- 
stantes d'intégration qui se trouvent dans les expressions de/?4, 71, r«, yi, y^ Yi* 
En eflel, Texistence de la solution périodique pour [jl = o dépend d'un choix con- 
venable de ses constantes. 

Observons d'abord que les accroissements des x et des y ne sont pas indépen- 
dants, parce qu'il existe trois intégrales premières des équations (2). Nous avons 

A/?'-h B^'-h Cr»-t- 2|jL(|y 4- Y3/-h Ç' ) = 2K,, 

A/?y4-B^/4-Cr/z=K„ 

d'où il résulte, en introduisant nos variables x eiy et en divisant par [jl, 

Fi — ApoXi-hBfjoXi-j- C/*o^3-+-£yo-^ Yjy'o-^Çyo 

-^I^U/i -+- TO Vj -f- Ç/j -f- -(A;rJ-f-B^*H-Cjc5) =consl., 

F,=:i Ayo^i + By'o^î-+- CyJvTjH- A^oji ■+- Br/o/jH- C/'o/i 
-h fx(Aj7,/i-t-Bj?,72-f- Cx^y^) inconst., 



Fj^ yo7i-t- y'ojî^- y'o/i-H J (7Î+7Î -H/î) ==^ o- 



'1\ 
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Le déterminanl fonctionnel 



H.:=0 



dV\ ÔV\ dV\ 



du't 


d.it 


<^yi 


àh\ 


Ol\ 


àh\ 


d.r. 


ÛJT, 


ày^ 


dl\ 


àh\ 


dV\ 


àr. 


t>.r. 


dxi 



IWo 


i./'o 


o 


B/. 


Cy; 


A/^0 


O 


() 


yo 



= BCyo(7oy;-''oyo) 



n'ëlunt pas nul, nous sommes cerlains que les accroissemenls de x^^ x^^ y% 
s'aunulenl si les trois autres le font. Appelons ainsi 

Aj:,, A^'„ Av, 

les accroissements de x^^^^i y^ pendant la période t; les équations à satisfaire 
pour Texistence des solutions périodiques sont, par conséquent, 



(3-0 



A^', =: o, A/5 — O, A/s = o. 



Soient 



Pxy 7i» 'i» yi» yi' yi 



les valeurs initiales des variables x eiy pour [ji = o, et 

/5i4-?i, 7i-»-t5î» /"'i-hp,, y,-f-(34, y\-^?âf /l' + ^e 

les valeurs initiales j)our [xij o; nous savons que AX|, ày.2, Aj'3 sont des séries pro- 
cédant d'aprcs des puissances enlicres et positives de ^ et de [jl. Ainsi des équa- 
tions (3ii) il faut tirer trois des quantités P comme des fonctions des trois autres 
et de »JL. Mais, au lieu de prendre les j5 comme variables, nous en introduisons 
d'autres de la manière suivante. 

Les é(|uations (.W) ont pour [jl = o les intégrales (19) et (21) 



C - A >., 



A - U 



V, 



\é / rt 



y,— Cjc/ -hCiij -i-(^3yu, 
y', - -Cirt'^-C,^' -i-Cay;, 



y, _ Lici -r (-i^^ -i-L,yy, 
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Cs=:: COnSt., 

et a,, Ai, V| conliennenl les constantes additives «<, )vi , v,. La solution pério- 
dique résulte d'un choix convenable des constantes rt,, Xi, v^, C|, Ca, C3. 

De ce système de constantes d'intégration nous obtenons les valeurs initiales 
correspondant à la solution périod'ique. Donnons maintenant aux constantes de 
petits accroissements 

^«i, dXi, <5v,, (5C,, àCj, 0C3; 
les valeurs correspondantes des accroissements des valeurs initiales sont 

.- B~C- - 

o/>i — oaj — -^ — ^o'o, 

^_ C-A- - àl, 



oq^—oa^ —g — /'oA'o 



7o 



(33) i ot\ — 6a^ — ___yo^^y^4-_. 



/'o 



Il est facile de voir que oC" et SC^ sont des fonctions linéaires et homogènes 
de S«|, oX|, 0V|, ÔC|, 8C2. Posons maintenant 

?^x=àpu ?t=àq,, (33=ôr,, (3,==a7„ (33=:ay;, (3^ = ^y J ; 

il est clair que 

^•^if Vî» ^/î 

deviennent des séries en S^i, oX|, Svi, oC|, 0C2, SC3. Calculons ces séries pour 

uL == o. Mais, comme ^i^y^y y-i pour jjl = o se réduisent à /?,, y',, y^^ cela revient 

à calculer 

Vm V.. Vr 
/"'ac. c/e r., »• S., L /j 
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On voit inimédiatcmenl que 






7 / 

i 



ou, en employant les notations (a3), 

n — c - - - - 

A/^, = T — T — <7o'"o(M, o>v, -f- Nj (5v, ), 

A 

[^assons niuin tenant à Av'^ ; nous avons 



(i 



Ci=:- ^ r {bp,-^b'q,-\-b''l\)dt-^{:, 



La fonction sous le si^nc somme est de la (orme 



..-<>— )Jp,(o + [^]q,(/)J, 



où 1*(/) est une fonction |)ériodi(|ue du temps de la période t. 
Ainsi 



{\—e-iO'i^^^)\\*^(t)-\- 



[t] *?■<'>!*<- 



où 1*1 (/) est aussi une fonction périodi({ue; de même 



(:,=:e';>«-v)| p^(<) + rî^jy^(<) j + (:,. 



Kn observant que «'contient le facteur r»'^'""^^^, // le fadeur (* '^"*"*'^ ,et (|ue v^ rsl 
une f()n<*tion |>éri()di(|ue, nous voyons (|ue y', a la forme 



—j-^ A,(0 -^ fonction pérl()di(|uc 



et de mrme 



y'j — C, rt" -h ilj//'-r (]3 7ç4- '- .\j(/) -f- fomlion périodique. 

Quauil / augmente avec t, (t' et n" reprennent leurs valeurs initiales nniltipliées 
par un «.ertain facteur t'"', et // et b" deviennent multipliées |)ar ^'~'", de sorte <pie 
nous aurons 

A/; = 5c. „\ {e"> - 1 ) + e(:, //; (,,-<» - ■ ) + â, T^Ji J • 
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Par conséquent, nous aurons, en introduisant la valeur de --tj- u 

o p _ _ _ _ 

= Ax, = T — - — ^yo''o(M3 5X,-hN3âvi)-h -+-fA(. . .)2^- 



• • • > 



• • • » 



A 

( o =1 Ay3= Âi(M3(5X,4- N3ÔV,) -H àC, a;(e'«- 1) -h ôCi ^;(^-'"- -+- l^(- • Oî-^-- • • 

En supposant 

(35) ^o<o, q^loy Togo, 
d'aprrs quelques transformations, ces équations deviennent 

1= Ma^X, -h N3ÔX, 4- |jlP, (|jl, ôX„ 5vi, dâi, ÔC, 5C, ôC,), 

(36) j o =1 oT, + ^P,( ), 

l 0= (5C,4-fxP,( ). 

Ces équations permeltent d'exprimer trois des quantités ôX^, 5vi, ôCi SC2 
comme fonctions des trois autres de nos six inconnues et de [jl. Mais nous avons 
vu qu'en choisissant ^1, ^2? ?»> ?*? ?5j ?o comme variables il est permis de donner 
à deux des ^ des valeurs arbitraires, et, dans le calcul formel de nos séries pé- 
riodiques, nous avons posé 

P,^(3,= |3e=o. 

Il résulte des formules (33) que nous devons avoir 

o=zôCîa;4-5c;6;-4-ac,y;, 

ou, le déterminant des seconds membres n'étant pas nul, 
Nous avons 







/t _ 

(6/>j-h6'7,-h6V,)rf^-hC,, 



et la fonction, sous le signe somme, est une fonction linéaire de ai , X| , V| , de sorte 

que 5CJ devient une fonction linéaire et homogène de ôai, 5A|, Svj, 5C| qui, en 
introduisant les notations (28), deviendra 

aC? =: L, ôâ, -f M, ôX, H- N, (îv, -h dC„ 
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(le niciuc 



oCJ r=L Lj Oai H- Mj oÀi -h Xj OVj -h o(ij 



Ainsi, les eoiidilions 



;3,---:;33=?«=o 



nous donnent deux équations linéaires et homoj»ènes entre o^/|, oA,, 0V|, 3C|, oCJ^ 
el, de plus, 

oCa = o, 



de sorte (|ue nous aurons cuHn les équalions 



(3;) 



o 
o 
o 

o - 
o 
i o 



M,oX, -h N.,dv, 



"*i ■« 



o( 



izi L^^^^ 4- M,f3/, -+- Ni^îv, 4- 6(],, 



>« ^ 



o(:,-+- 



.4- ;jlP„ 



:zr. Ljrîrt, -f- MjO/, -f- N^OV, -h . . . --h Ô(]j, 



■N^ ' 



-f- 0(.:,. 



I.e détcrniinanl des termes linéaires des seconds membres devient, après une 

lé«;ère transformation, 

L, M. N, 

o Mi Nj 



(38) 



A^ 



Alors, si 



A ; o. 



nous pouvons résoudre les équations {^y), et nous ol)tenr)ns nos six inconnues 

or/|, oAi, ov,, o(.|, ni.i, ot.;, 
comme des séries t!n |jl <|ui s'annulent avec |jl, et, par conséipM'nl, aussi 



en ionclion de |x. \insi, pour des valeurs assez petites de [jl, il existe un et un 
seul s\sième de \aleurs initiales dr .r,, .r.j, j-^, )•,, )-^, )-.,, t<d (lue la solution 
correspond. inl<' des iMpiations (lilîV»renlielles (3i ) sera |)ériodi<pM' el t<îlle (jU(î ^^i , 
.)'2« .ï :i ^ annulent pour / --- o. Ainsi, connaissant a priori TexistiMiee d'une telle 
solution pi'riodiipie, nous >a\ons ({u'elle est développahie d'après des puissances 
de 'JL : mais, d'aulre pari, h; calcul formel (|ue nous avons fait nous a montré 
qu'il ne peut exister qu'un stMil svstème de si'ries r, , .r^. .''j, )'i , ^r^. ^l'a on |x, <lont 
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les coefficients sout des fonctions périodiques du temps et telles q"e J'i, j>'i, ;>'s 
s^annulent pour t =z o. 

Par conséquent, les séries obtenues par le calcul formel sont convergentes et 
représentent bien la solution périodique. Le déterminant (24) D est, comme nous 
voyons, identique au déterminant A. 

Au lieu de choisir 

et, par conséquent, 

J't = Xi == V3 = o pour t = o, 

nous avions pu donnera deux de ces quantités des valeurs arbitraires très petites, 
ces quantités étant assujetties à la condition 

Fj = o pour / = o. 

Il existe, par conséquent, une double infinité de solutions périodiques. 

Enfin, pour l'existence d'une solution périodique du système (3i), il suffit que 
les équations (34) soient satisfaites, ou, en tenant compte de la condition (35), 
que les équations (36) 

o = Ma^Xi -f- Nscîv, -h^P,(^, oX, av, dâ, oC,, oCj, aCa), 

Orzz 4- ^C,-hlxP,( ), 

o =: -h 6C,-hfJLPs( ) 

soient satisfaites. 

Alors, si une au moins des quantités 



M 



=[à]- «-[^i 



est différente de zéro, nous pouvons toujours résoudre ce système, et Ton s'assure 
facilement que cela n'arrive pas en général. On trouve, en effet, 

_ / ilnw E -j /snG)E — K 

où E et K désignent comme ordinairement les intégrales complètes de la seconde 
et de la première espèce. 

Ainsi, dans le domaine de chaque système de valeurs initiales 
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il cxislc en «général une double infioilé de valeurs initiales, qui eorrespondcnl à 
des solutions périodiques des équations (2), aj^ant toutes la mt^me période pourvu 
que la valeur de jjl soit assez petite. La période commune est la même que dans 
la solution périodique <les équations (a) pour [x == o, les variables ajant les va- 
leurs initiales 



Y' ^» y. */» •/' 



RECHERCHES 



SUR QUELQUES 



ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 



DU SECOND ORDRE, 



PAR M. E. GOURSAÏ. 



i. J'ai exposé en détail, dans un Ouvrage récent, la méthode d'intégration des 
équations aux dérivées partielles du second ordre, dont le principe est dû à 
M. Darboux. Cette mélhode constitue jusqu'ici le moyen le plus puissant de 
ramener l'intégration d'une équation aux dérivées partielles du second ordre à 
l'intégration d'équations différentielles ordinaires, lorsque la chose est possible. 
On ne connaît malheureusement, en dehors des équations linéaires, qu'un petit 
nombre de types d'équations auxquelles cette méthode s'applique avec succès. 
Le problème général, qui consisterait à déterminer toutes les équations du 
second ordre intégrables par celte méthode, paraît difficilement abordable. 
Celui auquel je me suis restreint dans ce travail est sans doute bien particulier, 
mais la solution très complète que j'obtiens fournira peut-être des indications 
pour traiter des cas plus étendus. 

Une équation de la forme s =/(xjy, ^)/>? ç) a ses deux familles de caracté- 
ristiques distinctes, et les équations différentielles de ces caractéristiques admet- 
tent respectivement les combinaisons intégrables dx = Oj djr=o. S'il existe 
pour chacun de ces systèmes une autre combinaison intégrable, ne renfermant 
que x^y, ^j/>> Çt l'équation peut, comme il est bien connu, être ramenée à la 
forme 5 = 0. Le problème le plus simple que Ton puisse se proposer sur ces 
équations est donc le suivant : 

Déterminer toutes les équations s ==y(^, y, 5,/?, q) telles qu'il existe, pour 
chacun des systèmes de caractéristiques, une combinaison intégrable autre 
que dx = o ou dy = o, dans laquelle ne figure aucune dérivée d* ordre su- 
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péricur au accondy rune (relies au moins renfermant une dérivée du second 
<trdn\ 

On connaîl Jéjà quelques équalions jouissant de celle propriété. Les solutions 
nouvelles que j'obtiens peuvent se ramener à quelques Ijpes très simples (* ). 

î2. Nous démontrerons d'abord le lemme suivant : 

hâtant donnés un système de n + i variables indépendantes (j", ,^2, -^^/m ^) 
et un système complet de n équations 



x,;(/) = ^ +(A„=+ij„) §(= o, 



où les coej/icients A/, Ba "<-' contiennent pas 3, ce système admet une infé 
ivraie linéaire par rapport à z, qui s'obtient par deux quadratures, 

Kn eiFet, pour que le système (i) soit complet, il faut que Ton ail 

X/(A^.3 -f- lU) = Xa(A|C -4- B/) (/, A — 1,2 . . . /O, 
ou, en développant, 



c'esl-à-<lire 






si toutes ces conditions sont vérifiées, on s'assure immédiatement c|ue la (onc- 
tion 

/=A3-hB, 



où Ton a 



A =: t' •' , 

B — — / A ( B, f/.r, -+- Bjr/./j 4- ... -h B„ d.r„, 
salislait aux équations (1). 



(*) Le* principaux résultats de ce travail ont été résumés dans une Note présenlée à 
r\r.idi'*iiii«* des Sciences {Comptes rendus, t. CXXVH, p. 8Vi-8.')5; 7.8 novembre 1898). 
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Cela posé, considérons d'abord une équation du second ordre de la forme 

( 2 ) s = pprj -\- ap -^ bq -^-c, 

p, rt, 6, c étant des fonctions de j?, y^ z. Si celte équation admet une intégrale 
intermédiaire du premier ordre 

où X est une fonction arbitraire de jr, elle doit être identique à l'équation 

do d(Si do 

dy az ôp 

c'est-à-dire que Ton doit avoir 

(3) \ 

00 , .do 

pour que ces deux équations admettent une autre intégrale que cp = j;, il est 
nécessaire qu'elles forment un système complet. D'après le lemme qui vient 
d'être démontré, elles admettent donc une intégrale linéaire en p, et toute inté- 
grale intermédiaire du premier ordre d'une équation de la forme {'à) peut 
s'écrire 

(4) \p^B = X, 

A et B étant des fonctions dex^y, z seulement. La réciproque est évidente. 
Considérons, en second lieu, une équation du second ordre 

(5) s=f{x,y,z,pyq), 
où la fonction y est de forme quelconque. Soit 

(6) <i^{x,y,z,p,r) — \ 

une intégrale intermédiaire du second ordre de cette équation; les deux relations 
(5) et (6) doivent former un système en involulion, quelle que soit la fonction 

d^z 
arbitraire X. Il faut, pourcela, que la valeur de ^" -? déduite de l'équation (5), 

soit identique à la valeur de la même dérivée obtenue en dilTérentiant l'équa- 
tion (6) par rapport à y, c'est-à dire que l'on ait identiquement 

d^ d<i> d<S^ . d^/df df df df \ 
d^-^d^'^-^d^^-^^r\Jx-^dzP'^fp'-^Tq^)'='''^ 

Fac, de T., i* S., I. > 
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la fonction 4> doit, en outre, être indépendante de </, et l'on est ramené à recher- 
cher les intégrales communes aux deux équations linéaires 

en posant, pour abréger, 

ôx dz ^ dp ôq •' 

Des équations (^) on déduit successivement 

/^/^x i^PA/^M âriwAT ^^ d^ ùf à^ d)\ 
C(*)=B[A(*)]-A[B(*)]--^ + 5^;/^ + ^^=o. 

Si -pY n'est pas nul, les trois équations A(<1>) = o, C(<I>) = o, C|(4>) = o 
sont dislincles, et l'on en tire, puisque H est une fonclion linéaire de ;*, 

(8) '^ 7)z '^^^'^'^ '^1)?^^' 

^4-(^,r4-^)^-:-0, 

les coefficients a, 6, cfi, 6|, «a, 62 "c contenant pas /*. Ces équations devant 
admettre une aulre intégrale que l'intégrale évidente <I> = x, il est nécessaire 
qu'elles forment un système complet; il en résulte, d'après le lemme précédent, 
([u'elles admettent une intégrale linéaire en /*, et l'intégrale intermédiaire (8) 
peut élre mise sous la forme 

(9) I>/-+P,= X, 

V et P| étant des fonctions de j:, r, ^, p seulement. 

La conclusion est la môme, si -- ^ est nul. Dans ce cas, / est linéaire en q, 
f z= of/ -h b^ et les équations A(<1>) = o, C(<1>) = o donnent ici 

A /Av à^ uà<!^ [ db db ôb ,\ à^ 

A,(<l,)^-^b.^-^^-^-p^-r-.abJ-=o, 

r» /AN à<t^ à^ l àa da ôa ,\ d<b 
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si ces deux équations ne forment pas un système complet, on en déduira trois 
équations de la forme (8) formant un système complet, et le raisonnement s'aclii- 

vera comme tout à Theure. 

Le seul cas qui demande un examen particulier est celui où les deux équations 
précédentes formeraient un système complet. Il en est alors de même des deux 
équations 

-1-^— o, --4-a-;- = o, 

0/ dp ôz dp 

(|ui déterminent les intégrales intermédiaires du premier ordre, et Téquation pro- 
posée admet une intégrale intermédiaire telle que 

Toute équation de la forme 

est une intégrale intermédiaire du second ordre de Téquation proposée 
s =z aq -\- by et il y en a évidemment une inHnité qui sont linéaires par rapport 
à /•. Ceci est bien d'accord avec une propriété générale des équations du second 
ordre (* ). 

Remarque. — La propriété précédente se généralise facilement. Si l'équa- 
tion (5) admet une intégrale intermédiaire d'ordre n telle que 

^f ^^ <^^- à''z\ 

on peut toujours supposer que le premier membre de cette équation est de la 

d^ " d^ " 

forme A -— ^ 4- B, A et B ne contenant pas -r— ^- Il résulte aussi du lemme dé- 

montré plus haut que, lorsqu'une équation s =f(^x^y^ ^^Pi q) admet une intégrale 
intermédiaire d'un ordre quelconque, celte intégrale s'obtient par deux quadra- 
tures. 

3. Revenons au cas où l'équation (5) admet une intégrale intermédiaire du se- 
cond ordre que nous pouvons, d'a|)rès ce qui précède, supposer mise sous la 

forme (9) 

Pr-i-P,=:X, 

P et P, ne dépendant que de x^y^ 3, /?. En écrivant que les équations (5) et (9) 

(*) Leçons sur r intégration des équations aux dérivées partielles du second ordre 
à deux variables indépendantes, t. II, n°' 161-164. 
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rorment un système en involulion, on est conduit aux deux relations 

\ dy dz ' ùp-' dp 

{)v (>w ^ (^yy •' Ve^j: dz'^ dq^ J 

(|ui doivent admettre en P, P| des solutions indépendantes de q. En posant 
Pi n= 7.P, on peut remplacer la seconde des équations (lo) par la nouvelle équa- 
tion, ne renfermant que A, 

,r:. àl 01 âl . . à/ ùf ôf Ùf , 

dy ôz ^ ôp^ dp ôx Oz' âq'^ 

Si (P, P| ) est un couple de solutions des équations (lo), il en est de même de 
(P, p4 -}-G), où C est une constante (pielconque. L'équation (E) admettra donc 

rintégrale 

. P, C 
' ~ -p -^ p ' 

(|ui dépend d'une conslanle arbitraire. Inversement, si Téquation (E) admet deux 
intégrales distinctes X| et X2, Xi H- C(X| — ^2) ^-î^l aussi une intégrale; la diffé- 
rence A| — )»2 satisfait à ré(| nation 

^ ' ùy ôz' dp'' dp 

que nous appellerons Téquation en ). sans second membre. Cette équation se dé- 
duit de la première des équations (10) en y remplaçant P par ^, de sorte qu'en 
posant 

P^, - -, P,-.. ^' 
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on aura un système de solutions des écpiations (10). Tout revient donc à chercher 
à quelles conditions Técpiation (E) admet deux intégrales indépendantes de y. 
Lorsqu'il en est ainsi, Técpiation (E') doit admettre à son tour une intégrale in- 
dépendante de /y, au tic (pie A =:= o. On peut donc toujours commencer la discus- 
sion par l'examen de Técpiation (E'). 

Tout pareillement, pour que l'é(|uation s =J\x^ y^ Zj p^ q) admette une inté- 
grale intermédiaire du second ordre de la forme 

(y)' C>' + 0. -V, 

où (^ cl Qi ne dépeiident <jiic de .r,)', z, </, el où Y est une fonclion arbitraire 



RECHERCHES SUR QUELQUES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES, ETC. 3y 
de^, il faut et il sufQt que l'équalion (Ë), 

dl dl dl , ^ df df df df . 

admelte deux intégrales indépendantes de /?. Nous désignerons encore par (K'), 
l'équation déduite de (E)|, par la suppression des termes indépendants de A. 

Remarque, — Si Téqualion (E) admet une intégrale indépendante de 7, dé- 
pendant de plusieurs constantes arbitraires, ou d'une fonction arbitraire, il en 
sera de même de l'équalion (E'). Or on démontre aisément que ceci ne peut avoir 
lieu que si la fonction /est de la forme /= aq + 6, et si l'on a de plus 

db àa ùa db 

âz dp âf dp* 

c'est le cas déjà signalé où l'équation s = aq -\' b admet une intégrale intermé- 
diaire du premier ordre. 

4. Si Téquation (E') admet une intégrale indépendante de q, différente de 
A = o, cette intégrale satisfait aussi aux. équations 

(A àl df _-^ _àV_ _ ^ 
âz dp ôq Opâq ~~ ' 

dp àq^ ôpôq^ 

Si -T-^ n'est pas nul, on voit que le rapport - — y-^ : -y~ doit être indépendant 
de q, c'est-à-dire que l'on doit avoir 

Wàqr^ôf^)^''' 
-^•^ doit donc être de la forme 

et cette forme comprend évidemment le cas où -r-^ serait nul. De même, si Téq 
tion (E), admet deux intégrales indépendantes de p, —^ doit être de la forme 

(»2) -jP ~Mx,y, z, p)^^{x,y, z, q). 



ua- 
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Des cpndilions (i i) et (12) on lire 

Ecartons d'abord le cas où l'un des produits/, 'f i,/2?2 serait nul ; on peut alors 
«'crire 



:• > 



A étant une simple fonction de x^y, z. De là on lire 
et les équations (i i) et (1 2) deviennent 
dont l'intégrale générale est 

/= ^ {^y /» -)/i(«^» j» ->/^) ?i(^% r> -» 7) -»- ?y^7 4- ^/? -h ^7 -+- ^» 

s, rt, />, f étant des fonctions de x^y^ z. 

Supposons, en second lieu, que l'une des deux dérivées secondes, -p^ par 
exemple, soit nulle. Il faut alors que l'on ait 

ôp'~ôq^ '^^^ dq^ "''' 

si —r-— = o, '^j est une fonction linéaire de r/ vA f est de la forme 
ôq^ ' • i J 

f ---- f\{^yyn z, i)){aq ■^- Ci) -\- opq ^np+ hq ^ c\ 

a, ^, p, r/, /y, c riant des fonctions de x, y^ z, 

Knfin, si /2= o, -y^ cl -r-^ sont nuls et y est une fonction linéaire de /? et de y 

f= ppq -\^ ap -\- bq 4- c. 

lin résumé, louiez les équations du second ordre s=z f(^x^ y, ^»/>^ q) V' 
admettent deux intégrales intermédiaires distinctes du second ordre, corre.s- 
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pondant au.r deux familles de caractéristiques, sont de la forme 

( 1 3 ) 5 = 9 ( .T, ji-, 2 , /^) 'K x, r , 3 , 7 ) -h ppq -^ap^bf] -\-c, 

p, a, h, c étant des fonctions de x, r, z. 

Nous aurons à distinf*uer plusieurs cas dans la discussion, suivant la forme 
des fondions cp et i. Nous traiterons d'abord le cas général où C5 n'est pas 
une fonction linéaire de />, ni 'i une fonction linéaire de q, puis le cas où une 
seule de ces fondions esl linéaire, et enfin le cas où l'équation se réduit à 
s = ppq -\- ap -i- bq -h c. 

Remarque. — Une équation de la forme (5) ne change pas de forme, quand 
on fait un changement de variables tel que 

(i4) x'^\{x), r' = Y(7), z'^l^(x,y,z), 

ou encore quand on permute les variables x et y. Nous ne considérerons pas 
comme distinctes deux équations qui peuvent se déduire Tune de l'autre par une 
transformation de cette nature. Ce sont d'ailleurs les transformations de contact 
les plus générales qui ne changent pas la forme de l'équation (5), lorsque celle-ci 
n'admet pas d'intégrale intermédiaire du premier ordre. Par exemple, dans 
l'équation (i 3), on peut, sans diminuer la généralité, supposer p = o, car il suffit, 
pour être ramené à ce cas, de prendre pour nouvelle fonction inconnue une 
fonction 0(x, j', z) satisfaisant à la condition 

5. Dans le cas général, on peut donc supposer l'équation (5) de la forme 

(i5) s = o (x, y, z, p) d»(x, y, z, q) -\- ap -^ bq -h c, 

aucune des fonctions cp et d» n'étant linéaire en p ou q. L'équation (E') correspon- 
dante devient ici 

ôl ôl 01 . , , , ^/^? , \ 

-ày^à-z'^-^dp^'^^^''^'-^^'^^'^-\dj>^^V'^'''' 

en différentiant par rapport à q, on en tire successivement 



ôl dl f d'if A ^ôo Oh 

Tz-^Tp(:^rq'''V''^opô;-''^ 



-T-© — A~-=: O. 

dp ' Oq 
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c n ^ ,. à loe© • . , . , . 

oi 1 on pose A = e", — r-— - = r, ces trois équations deviennent 

au du , du , 

et des trois conditions d'intëgrabilité de ce système on déduit que l*on doit 

avoir 

fôa de , ôb\ àa 

Si -T^ n'était pas nul, on en déduirait que <p est une fonction linéaire de p, 
contrairement à l'hypothèse; si — était nul, sans qu'il en fût de même de 

-r -^ ah p j on aurait i» = o, et o serait indépendant de p. Il faut donc que 

Ton ait à la fois 

ôa dh , de 

dz dy % dz 

et, par raison de symélric, on aura aussi 

db _ da .de 

dz ' dx dz 

On déduit de là -r- = t-» ^e sorte que a et 6 sont les dérivées partielles d'une 

dy djc ' ' 

fonction des deux variables x ct^, 

d\} , d\} 

a y dx 

et Ton a ensuite 

''^\-d^y-j-xd^Y-^"^^''^y^' 

Changeons dans l'équation (i 5) -3 en c^ z\ cette équation est remplacée par une 

équation de même forme pour laquelle les coefficients a^ />, c ont les valeurs 

suivantes 

<7 m 0, ^ =r o, c=: V(.r, /) e~^'. 

Il suffira de changer ensuite z en z-{-Yi^x^ y)^ où Y(x^y) esl une intégrale 
particulière de l'équation 

-,^!|^ = V(.,,.).- 

pour arriver en définitive à une équation de la forme 

(i5)'* s — ^^x,y,z,p)^{x,yyZyq). 
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6. Pour une équation de la forme (i5)', Tcquation (E') est 

En différentiant deux fois de suite par rapport à ^r et observant que -r-y n'est 
pas nul^ on en déduit les trois conditions 

ôl dl âl ^â(s> 

or ôz àp dp 

A «11 'à \ORQ ... 

qui ne peuvent être compatibles que si — r^-î- ne contient m ^, ni -5^ on voit 

donc que ç doit être le produit d'une fonction de x^y^ z par une fonction de x 
et de />, et l'on verrait de même que ^ est le produit d'une fonction de x, y^ z 
par une fonction de y et de q^ de sorte que l'équation (iS)' peut encore s'écrire 

(16) .î = H(j?, r, 5)9(j?,/?)vK7,(7). 

Considérons maintenant l'équation (E) 

ôy dz' âp-^ Op 



en posant 






Toute intégrale indépendante de q doit satisfaire en même temps aux deux 

relations 

âl Jk ùf ^ d^f dK _ 

dz dp dq dp dq dq 

d\ dV ^ d'/ ^^o- 
dp dq* dpdq^ dq^ ' 

d^ f 
la dérivée -j— n'étant pas nulle, cette dernière relation peut s'écrire 

d^ 

dl . d f, d'f\ dq^ 



dp 



dq* 



et, en différentiant une nouvelle fois par rapport à q, on en conclut que le rap- 
port -v-^ : -y4 doit être indépendant de q. Soit 

Fac. de T., r S., I. 6 
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011 en dëduil, en înté^ranl deux fois de suite, 

^ = R(^,r,3,/?)^-+-Ri(x, v,5,/>), 
(17) K— R(^, v,5,/?)/-h lii(jr, y, z, p)q -\- ^iix, y, z, p). 

Les trois équations auxquelles doit satisfaire la fonction X deviennent alors, en 
plaçant /, K, -r— ? -y-y par leurs valeurs, 



rem 



âp dp \ . ^r / 

^ -+-H,(J^,7, ^,/>) = o; 

ces équations devant admettre une infinité d'intégrales dépendant d\inc constante 
arbitraire, il faudra que les conditions d'intégrabilité soient vérifiées identi- 
quement. 

D'autre part, si, dans la condition (17), on remplace K et/ par leurs expres- 
sions développées, on aboutit à la relation suivante, qui devra se réduire à une 
identité, 

1 ÔX ÔJC' ÔZ ^ ()(/ 

/ ^u(r v - l^iU,y,z,p)q^l\,(x,y,z,p) 
\ — "v^iJ^-^/'^H jj^;t; 

Si, dans cette identité, on attribue aux variables .r, c, p des valeurs constantes 
quelconques n'annulant pas llîp, comme à ne dépend que de y et de </, on est 
conduit à une relation de la forme 

(m) <>'J-_ Vo+Vi7 , y 

(•0) ^^^- ,^ H-^î. 

Yo, Y|, Y'i désignant des fonctions de y. La fonction •i(j^, q) ne peut donc être 
quelconque, mais doit vérifier une équation différentielle de cette espèce. 

Supposons qu'il en soit ainsi ; remplaçons —^ par la valeur précédente 

dans (17)'; il vient 

(17)" 1 \ r . 

I T 
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Si les deux membres n'étaient pas identiques, quels que soient q et A, on en 
conclurait que ^ est une fonction linéaire de ^r, contrairement à l'hypothèse; en 

égalant les coefficients de -j-> de j et les termes indépendants de d», on obtient 

les valeurs de R, R|, Rj : 

ôx ôx '^ oz ' ^ 

Remplaçons R, R,, R2 par ces valeurs dans les équations (18) et posons X= — 'f **, 
(* désignant une nouvelle inconnue; il vient 

I di> __ i à lo^H ^ I â log© _^n\ ^ P ^ ^Qg^ 

dp 9 OX 9 ax 9 az 

(20) ;^=H«9Y„ 

Avant d'écrire les conditions d'intégrabilité de ce système, observons que la 
fonction ^{^y p) doit vérifier une équation différentielle, analogue à l'équa- 
tion (19), 

âq 9 

Xo, X|, X2 étant des fonctions de x. On le démontrerait, en partant de l'équa- 
tion (E)^, comme on a établi la relation (19) en parlant de l'équation (E). Cela 
posé, les conditions d'intégrabilité du système (20) sont les suivantes : 



I ^MogH . dn^ . pc^MogH „,^ fXo-^\,p 



G * 9 âz'^ * \ <p 



9 âx ôz ô- 

I d-logH , ^ ,„v X . )^ ^'logH __„,^ /Xo4-X,/? 



-^X, , 



ày 9 ^y^^ \ ? / 



9 ôxôy 

-^(H«Y,) = 2HYo^ 

ÔY OZ 



9 n'étant pas, par hypothèse, une fonction linéaire de /?, les deux premières con- 
ditions d'intégrabilité se dédoublent en trois relations distinctes, ce qui fait en 
tout sept conditions : 

<>'logH _ Y V H« ^'logH _ Y V M» 

ôxôz -^olitl, djd^ -A,YoH, 

Y,^ = X,Y,H', ^(HY,) = X,Y,H', |;(H>Y,)= iBY.^- 
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Par raison de symétrie, en se servant du second système de caractéristiques, on 
obtiendrait de même sept équations de condition, dont les trois dernières seule- 
ment sont nouvelles, 

(23) X,^ = X,Y,HS -^(ïlX,) = XoY,HS ^(WX,) = 2\Jl^. 

Tout se ramène donc à rechercher pour quelles formes des fonctions X©, X|, 
Xj, Yo, Y'4, Yji, les dix équations (22) et (aS) admettent une solution commune 
en H(^, j^, :;). Lorsqu'il en est ainsi, Téquation du second ordre 

admet deux intégrales intermédiaires distinctes du second ordre; on les obtiendra, 
comme il a été expliqué plus haut, par l'intégration du système (18) ou du sys- 
tème équivalent (20), et du système analogue provenant de l'équation (E)<. Si 
les équations (22) étaient satisfaites, et non les équations (23), il n'y aurait qu'une 
seule intégrale intermédiaire du second ordre; ce cas sera laissé de côté. 

Nous allons passer en revue les différentes hypothèses qui peuvent se présenter 
dans la discussion du système des équations (22) et (23), et rechercher, en parti- 
culier, toutes les formes distinctes auxquelles peuvent se ramener les équations 
(lu second ordre répondant à la question au moyen des transformations de la 
forme (i-i)» 

7. Observons d'abord que Ton peut toujours multiplier ro par une fonction 
quelconque de x, et i par une fonction quelconque de^, ce qui revient à changer 
la fonction II (^,1-, z). Or si, dans l'équation différentielle 

âo _ Xo-+- X,/> 
Op 9 

on change 'f (vr,/>) en /(x)'f(j\ />), elle se change on 

(^9 _ Xo-HX,y> X*_ 

Op " /n./)v /('•'•)' 

c'est-à-dire que X© et X| sont divisés par /^(.r), et X2 pary(j:). Si l'une des 
fonctions X/ (i =^ o, r, 2) n'est pas nulle, on peut donc, sans restreindre la géné- 
ralité, la supposer égale à un ; et, de même, si Tune des fonctions Yj (/= o, 1 , 2) 
n'est pas nulle, on peut la supposer égale à un (* j. 

Observons encore que, si X| n'est pas nul, on peut supposer Xo=o; car, si 



(*) Si Ton ne veut eiiiplover coiniiie multiplicateurs que des fonctions réelles, et si les 
fonctions X/ et Y/ sont réelles, on pourra toujours supposer \j et Yj c}::au\ à -+-1, si ces 
fonctions ne sont pus nulles, mais il faudra prendre pour Xg. Xi, Yo, Yi les deux valeurs ±: 1 . 



/.^ 
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Ton change z en z — / =^rfx, l'équation du second ordre ne change pas de 

X 

forme dp est remplacé par/? — ^; de même, si Yi n'est pas nul, on peut sup- 

poser Yo= o. 

Remarquons enfin que, si X2=o, on doit avoir, d'après les conditions (2^), 
X| Y 2= o, et XoY2= o; comme on ne peut avoir en même temps Xo= Xi r= o, 
il s'ensuit que Ton doit avoir ¥2= o, de sorte que les fondions X2 et Y2 sont 
nulles en même temps, ou loutes les deux différentes de zéro. 

Cela posé, la discussion comprend plusieurs cas. 

Premier cas. — Soient X2= ¥2= o, X< = Y, = o. D'après la remarque qui 
vient d'être faite, on peut supposer Xo= i , Yo= i ; on en déduit 

et, en remplaçant z par z -{- j f{x)dx -{- l f\{y)dy^' on voit que l'on peut 
prendre îp = \/â)y, tj; = y/2y. Les équations (22) et (23) se réduisent à deux : 

âVL _ ()MogH _ 

ôz~'^' ôxdy ~ " 



l'expression la plus générale de H est donc H= ^ ^,j X étant une fonction 

arbitraire de x et Y' une fonction arbitraire de y. L'équation cherchée est de la 
forme 

X -h Y ' 

■ 

si l'on prend X et Y pour variables indépendantes, elle prend la forme simple 
(1) s=^&', 

c'est une équation que j'ai déjà étudiée en détail ('). 

Deuxième cas, — X2=Y2 = o, XjYip^o. On peut alors supposer X| = Y, = 1 , 
Xo = Yo= o. Les équations (22) et (23) se réduisent à trois : 






ôx ~^' ôy ~^' ôz 



(•) Leçons sur r intégration des équations aux dérivées partielles du second ordre à 
deux variables indépendantes, t. II, n" 171 et 191 (^Bulletin de la Société mathéma- 
tique, t. X\V; 1896). 



/. 
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l'intégrale générale de la dernière équation, qui s'obtient aisément, est donnée 
par la formule 

C et Zo étant deux constantes arbitraires. On peut toujours supposer Zo= o, car 
cela revient à changer z en z -\- Zq] on peut aussi, en changeant ^ en a^, donner 
à la constante C telle valeur que Ton voudra, par exemple C = i ou C = i. Dans 

le premier cas, on aura H = -: — r- j et H = -; — dans le second cas; ils se dédui- 
^ ' sin/r5 sm5 

sent d'ailleurs l'un de l'autre en changeant :; en i v. Dans le cas limite où C serait 

nul, il faudra prendre H = -• 

«> 

Quant aux fonctions <o(x, />), ^(y^ 7), elles doivent vérifier respectivement les 
deux relations 

dp 9* df/ vj^' 

on en déduit 

et l'équation du second ordre proposée est de la forme 

en prenant pour variables indépendantes / \/f{x)dx et / \^f\{y)<iy^ l'équation 
se réduit à 

Dans le cas qui nous occupe, on peut donc toujours, par l'emploi de transfor- 
mations de la forme (i4)) ramener l'équation du second ordre à Tune des deux 
suivantes 

(11) 



*• 


V^.H- 


/>'V/H- 


7* 


•J 




/^ 




c 


v/i + 


/»V«-i- 


9\ 



(III) 

^ SUIS 



les intégrales intermédiaires sont, pour l'équation (II). 



^\ -f-y»^ 



\\-\-q' 






v/i±^_Y, 
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et, pour Féquation (III), 



/• 



\/i-\-p' 



-\-\J\ -f-p*cols =X, 



. -i- \J\ -^q^ col5 — Y, 

VI H- 7' 

X el Y désignant deux fonctions arbitraires de x et de j^ respectivement. Si l'on 
ne voulait employer que des transformations réelles, il faudrait ajouter aux 

types (II) et (III) les équations obtenues en remplaçant sin^ par sinA^, V^/^^^" ' 

par y/p2 — I , el ^q^ -h 1 par y/qr^ — i . 

Troisième cas. — X2=Y2=:o, X, = o, Y< ^ o. On peut alors supposer 

Xo= I, Y, = I, Yo= o. Les équations (aa) et (28) sont incompatibles, car elles 

donneraient 

d^ ()MogH „, 

oz ox as 

Cette hypothèse ne donne donc rien; il en serait évidemment de même si Ton 
supposait X2 = Y2 = o, Y| = o, X< ^ o. 

Quatrième cas. — Supposons X2 et Y2 différents de zéro, ainsi que Xi et Y,. 
On peut alors supposer X< = Y| = i , Xo=Yo=o. Les équations (22) et (2.^) 
nous donnent 

V,^ = X,HS X.^ = Y.H«; 

on a donc Y2= ± X2, et, comme Ton peut toujours changer ^J» en — <{/, à condition 
de changer H en — H, on peut supposer Y2= Xo, la valeur commune de ces deux 
fonctions étant une constante K, différente de zéro. Les deux fonctions o(Xj p), 
•i(^, q) doivent alors vérifier respectivement les deux relations 

dp ^ Op ^ 

quant à la fonction H(a:,y, 2), elle doit satisfaire aux quatre équations 



o. ^^o. ^ = HS Î^^-H', 



dx -'°' dy ~ "' dz 



qui sont compatibles et admettent l'intégrale générale 



H = -=li 



*» — WQ 



On peut évidemment supposer 5o = o, et l'on a un nouveau type d'équation du 
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second ordre admettant deux intégrales intermédiaires distinctes du second ordre 

(IV) sz-h<?{j^, p)^{y, q) = o, 

les fonctions cf et <{^ vérifiant respectivement les deux conditions (24)- 

Les deux intégrales intermédiaires, que l'on obtient par Inapplication de la 
mélliode générale, sont ici 

9 z J (^ ôx 

^ z J ^ ôy 

Si Ton ne voulait employer que des transformations réelles, il faudrait joindre 
à Téquation (IV) Téquation 

(IV)' *- — ?(^, />)+(/, ^) = o 

et remplacer les équations (24) par les suivantes 

dp (^ oq ^ 

Cinquième cas, — Soient ^2^27^ Oj Xi = Y, = o. En multipliant o et ^J/ par 
deux facteurs convenables, on peut supposer Xa = Y2 = i. Les équations qui 
déterminent <p et ^ sont alors de la forme 

^ = ^-hi ^ = X2 -H, 

dp (f * âq ^ * 

et Ton en déduit que l'équation cherchée est de la forme 

(25) s = H(xyy, -)?(^,/?)^(^, 7), 

cp et à étant racines des deux équations transcendantes 

9 — XoL(Xo-h 9) =/? -+-/(^), 
+ -YoL(Yo-i-+) = 7-^/i(y); 

on peut faire disparaître /(x) ct/i(^) en prenant pour fonction inconnue 



Jf{x)dx-^jMy)dy. 



Si Ton suppose que Ton ait effectué au préalable cette transformation, les 
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équations qiiî d(^terminenl tp et 'i sont respectivement 



9 — \oL(Xu-+-9)=//, 



on a 



Prenons maintenant deux nouvelles variables indépendantes 

__ O^ Y ^•' Y Y V 

^^JP'^"' 'f—dV'"' *~d.r'c>v' " *' 
et Téquation (aS) se change en une équation de même forme 

où Ton a cp = Xo'fi, '} = V„'i,. 

Les équations qui déterminent cpi et tL| sont alors 

9,-1.(1-4-9,)=:^ -4-r.(Xo), 

v};,-L(. + 4..)=|i + L(Yo); 
enlin, si l'on prend pour nouvelle fonction inconnue 

fL(\„)(U-'-+- fL(Y,)dy', 

on voit qu'après toutes ces transformations on peut prendre l'équation (26) sous 
la forme 

5 = n9(/?)^(7), 

c5(/>) et ^(7) étant déterminées par les deux relations 

( 9(«)-+-Ir=ze?^/')-^ 
(26) 

ce qui revient à supposer X„ = Yo= 1. Les équations qui déterminent H(jc, v, z) 
sont alors 

î^:^0 î^ = ll' ^ = IP, ^!i2i!i = H'- 

c?^ • (^J7 ' ôy ' (^vTc^r ' 

on en lire, en négligeant une constante que Ton peut toujours ajouter à x -hy, 
Fac. de T., 2- S., I. ^ 
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H =: > el l'on a le nouveau type d'équah'on 

(V) .^(^-+-7)-+-9(/?)^('7)=^o» 

'?{p) ^^ ^{^) étant déterminées par les relations (26). Les intégrales inteimédiaires 
sont respectivement 



On pourrait prendre aussi pour forme canonique de cette classe d'équations 
Tune ou Tautre des formes suivantes 

(V)' s{y ^ x) — (^{p)^{q), où Ton a 9 = — i -+- e?-/', '| = i -f- e^-*, 
(V)" •î(^'-^y) — ?(/^)^(7)» où Ton a 91= i-He/»-?, -^ = 1 -4- e''-*, 

ce qui [)ermel d'éviter l'emploi des transformations imaginaires. 

Sixième cas, — Soieni y^27^ <^j ^17^ o, Xi = o, Y, ^ o. On peut supposer 
\.^= Y2= I, et les équations ('^2) et (23) donnent des conditions incompatibles 

-— = 0, -— = Y,I1». 

Oz ôz 

(^ctte lijpotliùse ne donne donc rien; il en est évidemment de même, si Ton 
suppose Xj^^ o, ^ 27^ <>j X| p^ o, Y| = o. 

8. Su[)posons maintenant que Tune seule des fonctions 9 et tj/ soit linéaire, 
par exemple ']^. Ou a encore deux cas à distinguer, suivant que A contient eflec- 
tivement q ou ne dépend pas de q. Nous examinerons d'abord la première bypo- 
thrsc; Téquiition du second ordre peut alors s'écrire 

(27) .v = 9(a', V, z, [>)(q '\-CL)-\-ap-\-bq -+- c, 

>., a^ hy c élant des fonctions de x,y^ 5, et nous allons d'abord montrer (pie l'on 
[)eul supposer a = />=:o. Prenons, en effet, une nouvelle fonction inconnue u en 
posant z --^ B(jr, î', it); l'équation du second ordre devient 

Oti^ ' oy Ou '^ au '^ 

les termes non écrits étant du premier degré en q\ Si l'on choisit la fonction © 
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de telle façon que Ton ait 

d^r âS\ àS/ de à'^ \_ 
du* \ ày / ôii\ Ou àydu) ' 

on pourra réunir au premier terme les deux termes en p'q' et en p'y et la nouvelle 
équation aura encore la forme (27), mais on aura pour cette équation a = o. On 
peut aussi l'écrire 

(27)' sz=f{a:,y,z,p)(q-^ix)-\-c, 

ce qui revient à remplacer tp par 'f -\- b el c par c — 6a. 

Cela posé, Téquation (E)'^ déduite de (E)| (n" 3) en supprimant le terme indé- 
pendant de X est ici 

i>:?^d5''-^5^t?(7 + «) + ^]-^? = o; 

cette équation doit admettre une intégrale indépendante de /?, diiï'éiente de \ = o. 
Cette intégrale satisfait, par conséquent, aux deux relations 

comme -r— J n'est pas nul, on en conclut que X satisfait aux trois relations 

âï. 1 d\ âl cl 

âq q -h <X ÔZ ÔJC q -\' <X 

et les conditions d'intégrabllité donnent 

âx __ ^^ 

ÔZ ÔJO 

Si Ton prend pour fonction inconnue z -\- l ^dy^ Téquation du second ordre 
devient 

(28) s^q^{x,y, z,p). 

L'équation (E)| est alors 

d\ dl (01 .\ ^9 ,/<^9 dQ\ 

et, en raisonnant comme au n° 6, on démontre que l'on doit avoir deux relations 
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de la forme 

et Ton a, pour délerminer X, les trois équations 

V.^ — >. H-/* (^r, V, 5)7 -h H (x, y, -3)7»= o, 

■jj^ + ^i(^, y, -)7-^ï^('^»r» :î)7* = o. 

Pour que ces équations forment un sysième complètement intégrable, il faudra 
que Ton ait 

dr Or ôi\ ôt\ ,, ÔK .. c)R 

ôx az ôx Oz oz ôx 

Ti et r^ doivent être les dérivées partielles d'une même fonction S(j:,^, z) et r 
doit se réduire à une fonction de la seule variable y^ de sorte que la fonction 
<f(^jy, z, p) doit satisfaire aux deux équations simultanées 

(3o) •" 

OÙ R et S sont des fonctions de x, y^ z. En partant de même de l'équation (E), 
on trouve, pour déterminer X, les trois équations 

d\ ô\ Oh . Oo Oo Oo 

Oy oz Op ' Op Or Oz ' ^ 

OTi Oo .0-0 f Oo Oo ,\ 

en écartant d'abord le cas où -r^ serait nul, on en conclut, comme plus haut, que 
l'on doit avoir des relations de la forme 

Î^ —U(Xy Z,p)(^-\- lii(Xy Z, p), 

Oo Oo 

— ^p-j^-\-o^—\]{x,z,p)^-\-\}^{x,z,p). 
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et les équations en "k deviennent 

-T- =o, u{x, z, p)A-h ll(a-, c, p)=o, 

()y f)p 

Les conditions d'intégrabilité sont ici 



au ôti, àV ,, ()V i 

âz Op oz Op 






on y satisfait de la façon la plus générale, en posant 

{^/? t/c c//> r/:; 



» 



ï et V désignant des fonctions de x, z,p. La fonction 'f{x,y^ ^^p) ^^it donc 
satisfaire aussi aux deux équations simultanées 

; ^9 Ô'V ô'ï 

l _L i:^ Q _| , 

Op op ' ôz 
(3i) { 

Ojc ' Oz ' V <;/> • dz 

et nous sommes ramenés à rechercher les solutions communes en © aux équa- 
tions (3o) et (3i). 

9. Supposons d'abord que Y ne soit pas nul; de la première équation (3o) 
on déduit que © est de la forme 

(p — e' ' * F( j:-, z, p)-^ ap 4- />, 

a et b étant des fonctions de x^ y, z. En prenant pour variable / V riy au lieu 
de V, l'équation du second ordre conserve la même forme et Ton a 

( 3*2 ) (^ = e^ V {x, z, p) -h fip -\- h. 

D'autre part, la première des équations (3i) nous donne, en remarquant queT 
ne dépend pas de y^ 

0'(^ _0T0o à'o _OT0^ 

dp Oy ~~ dp Oy dp Oy^ dp Oy^ 

et, par suite, 

n3^ ^ ^' ? ^' ? ^'? _^. 

^ ^ ây'OpOy' Oy^'OpOy" ' 
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remplaçons '^ par Texpression obtenue plus haut dans cette condition, il vient 

"" àp rUj ày)'^ ây àf^y^^ [ây- ây)'^ âr dy dy ây' ~ ""• 

En diflerentiant par rapport à p, on trouve 

/^_^\ àb_à^_ 
^[ày ày^J'^dy ^« "~ ^' 

ou 

à^b db â^a da 

dy* dy ây* ~~ ây' 

les coefficients a ei b sont donc de la forme a = A^/-f- B, 6 = Ce^ '\- D, A, B, 
C, D étant des fonctions des variables a:, z, et en réunissant, dans Pexpression 
de ©, tous les termes divisibles par e^y on peut supposer que, dans la formule (32), 
a elb son! indépendants de y. En substituant cette expression de ^ dans ta seconde 
des formules (3i), on voit que la variable j^ n'y figurera que dans e^^ et le coefïî- 
cient de e^y sera F^. On serait donc conduit à poser F = o, de sorte que o serait 
une fonction linéaire de p. 

Nous devons donc supposer Y = o; la formule (Sa) est remplacée par la sui- 
vante : 

(34) ?= ¥{x,z, p)-hap-^ 6, 

a et b étant des fonctions de ^,jk, z dont Tune au moins renferme^. On ne peut 
avoir a = o, car on en déduirait 

âT_ â^ _ â'T _ 

âp * âp* âpâz 

La condition (33) nous donne 

âa â'b âb â*a __ 
ây ây* ây ây* ' 
et Ton en lire 

b=^a^{x,z)^^\t^(XyZ), 

et Texpression de q peut s'écrire 

9 =: F( J7, 5,/?)-h a[/? -h ^(x, s)]. 

Comparons celte expression de ç avec la première des formules (3o); il vient 

âa ^â^ âa c^S 

ây ~~ âz^ ây^ âx^ 
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et, par suite, 




On a donc 






f ô"^ 


à 


ÔJO 


dy 


\ dz 



^o — — — - — — - 

âz ôx à y âx ây âz ~~ ' 



rinlégrale générale de celle équation de second ordre, qui s'obtient facilement, 

est donnée par la formule 

S=:^[y,W(x,z)l 

4> et W désignant deux fonctions arbitraires. La première équation (3o) est donc 

ây~ âW\dz^'^ âx)' 
et Ton en tire 

o = ¥{x,z,p)-^H[y,W{x,z)][^ — p-^ — j, ou H == j ^<r. 

Observons maintenant que, si Ton prend pour inconnue W{x^ i), Téquation 
du second ordre proposée se réduira à la forme 

s = [¥(x,z,p)-hll{yyz)p]f/, 

la fonction F n'ayant plus la même signification que tout à Theure. 

Des conditions (3i) on déduit que la fonction F(a-, 5, p) est de la Ibrme 

V{xy Zy p) — K(x, z)p-hh(x,z)pLpy 
et les formules du bas de la page 02 nous donnent alors 

u — -y u^=zB{x, z)y U = 2B/>L/> -h. . . , U,=:— B*/?'(L)0)^-h 

les termes non écrits dans U étant du premier degré en p^ et ceux de U| étant du 
premier degré en hp. Les conditions auxquelles doivent satisfaire ces fonctions 
sont incompatibles, à moins d'avoir B = o. 

10. Lorsque Téquation du second ordre est de la forme 

(35) s = q<^{x;z,p), 

elle admet toujours une intégrale intermédiaire du premier ordre F (j:, z, /?)=^ X. 
la fonction F étant déterminée par la condition 

(36) f-f-9 = o- 

Oz dp ' 
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Pour qu'il y ail aussi une inlëgrale inlermédiaire du second ordre correspon- 
dant à Tautre système de caractéristiques, il faut et il suffit, diaprés ce qui pré- 
cède, que la fonction cp vérifie une relation de la forme 

où R(j?, z) est une fonction quelconque de x et de z, La fonction R est, en effet, 
déterminée par la condition 

et, par conséquent, ne peut pas dépendre de^'. Inversement, si la fonction îp sa- 
tisfait à la relation (3^), Téquation du second ordre proposée (35) admet l'inté- 
grale intermédiaire du second ordre 

(38) L-\\(r,z)q=\\ 

où Y est une fonction arbitraire dey. Choisissons comme inconnue une fonction 
/(j:, z) satisfaisant à la condition 



^{.,.(.. =,(!)=.; 



la nouvelle équation sera de même forme que la première et admettra Tinlégralc 
intermédiaire t = r/\ . On aura, pour celte nouvelle équation, R = o, et la fonc- 
tion 'f (x, z, p) devra satisfaire à la condition 

d- -^ '^ 4 ^ ""' 

elle sera donc définie par une relation de forme arbitraire entre j:, ç et /> — sç, 
telle que/> — z'^ =z:/'(.r, '^), et l'équalion du second ordre pourra s'écrire 

inversement, quelle que soit la fonction /( x, - ]» Téquation (VI) admet l'inté- 
grale inlermédiaire du premier ordre 

(39) ^-'^k '^A;''' Y 

où X est une fonction arbitraire de .r, et l'intégrale générale est donnée par la 
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formule 

(4o) '' = ^^-^^/-^(''*'y)x' 

Y étanl une fonction arbitraire de y. Pour faire disparaître le signe de quadra- 
ture, il suffira d'intégrer l'équation de Monge 

(40 xx;=/(a-,Ç), 

c'est-à-dire d'exprimer x^ X, X| par des fonctions explicites d'un paramètre a, 
d'une fonction arbitraire de a et de ses dérivées du premier et du second ordre. 
On sait que ce problème se ramène lui-même h l'intégration d'une équation aux 
dérivées partielles du premier ordre à deux variables indépendantes. 

ii. Supposons maintenant que la fonction ^ ne dépende pas de g, de telle sorte 
que l'équation du second ordre proposée soit de la forme 

s:=:(^{x,y,z,p)^bq, 

o n'étant pas une fonction linéaire de/?. L'équation (E)', déduite de (E|), en sup- 
primant les termes indépendants de X, est ici 

â'k dl dl , . N ^ , 

cette équation doit admettre une intégrale, autre que X= o, indépendante de p. 
On en déduit successivement 





dl dl d(^ dl ()*9 
dz dq dp ' dq dp* "" 


et, par suite. 


dl dl db 

__ 0, _ 0, __ o. 
dq dz dz 



Il suffira de remplacer z par ze^^^^ pour faire disparaître le terme bq^ et l'équa- 
tion du second ordre prend la forme 

(42) s = (!^{x,y,z, p). 

En se servant, comme plus haut, de l'équation (E), on démontrera que la fonc- 
tion cp doit satisfaire à deux équations de la forme 

d(^ d^ dS 

dp" dp^ dy 

(43) ' f 1- J 






Fac. de T., a- S., I. 
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S et T élaot des fouctions de x^ y^Pt et, en se servant de (E)|, on verra, de 
même, que <p doit vérifier deux équations de la forme 

dz ^ ôz'^ ôx 

(44) 

U et V étant des fonctions de or, y, ;;. On déduit de la première des équations (43) 

(?*9 dS do (ï^o âS ^'9 

dp ôz dp dz dp dz* dp dz^ 

el, par suite, 

(^*9 d^o do ()*9 

dp dz dz* dz dp dz* ' 
c'est-à-dire 

d* /, do\ 

diTzV'^^rz)^-''^ 
el de la seconde, on tire de même 



dx dz 



^'«Ksf)^''^''^^^!)^''- 



En didérentiant la seconde par rapport k p el tenant compte de la première, 
il vient 



il s'ensuit que Ton a 



dz*^^^\dzj ~ dx dz^^^ \dz J - ' 



^=ze^-tj;( a-, /,/?). 



La fonction '^ a donc l'une des trois formes suivantes 
9 — e^'»F(j:-,j,^) -+-F,(j;,7,/?), <? = ¥(x,y, p)z-\-h\(Xyy, p), 9 = ¥(x,y,p); 
nous examinerons successivement ces trois hypothèses. 

12. Premier cas, — Supposons que cp soit de la forme 

en prenant Y|5 pour nouvelle inconnue, on peut supposer que Ton a Y| = 1 . De 
la première des équations (44) on tire 

dp*dz'^ dp*' 
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c'est-à-dire 



OU 






ce qui exige que Ton ail 



à*F^ d^¥ 

— — -:=o, "^ = 1, ou bien -^--:=:o, Y=:o. 

dp'' ap^ 

Adoptons la première lijpolhèse; la fonction ç est de la forme 

9 =Le-Y{x,y,p) ->t-ap-\- b, 

a ei b élanl des fonctions de x ely, La première équation (44) est alors 

<)9 



et Ton doli avoir 



^^-9-''P ^ 






Un 

Pour que ces équations soient compatibles, il faut que Ton ait ^ =o, c'est-à-dire 
que a soit une simple fonction de^, ^(y). Si dans Téquation du second ordre 

s — e-Y^x,yyp)^^i^y)p-^rb, 

on remplace z par z-hz^^ Zt étant une intégrale particulière de Téquation 
s =: ^{y)p -f- 6, on fait disparaître le terme 6, sans changer la forme de l'équa- 
tion. Enfin, si l'on prend pour nouvelle inconnue se*^ * , Téqualion du second 

ordre prend la forme 

s = e^'*'F(Xyy,p), 

L'équation en X pour le premier système de caractéristiques est alors 

-r — h -T- 7 -+- -T- e^'-F — Ae*»"'-7 — h «^«--r h Yf e^'-F/^ ~o: 

dy ôz 'dp dp ôx 



dl^ .dFdF^^^ 

Tp^-^dii^d^i-^^^^^^'' 



on 


en 


tire 


















dl 


— 0, 




dz 


:0, 


et, 


par suite 


f 




d^ 


logF 


— O, 



dpdy dxdy ^^ 
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On en conclut que logF est de la forme /(/?, x) -}-/« {x^y)^ et la seconde équa- 
tion devient 

on a donc 

L^équation du second ordre peut donc s'écrire 

et il suffira de remplacer les variables x ti y par deux nouvelles variables conve- 
nablement choisies pour être ramené à la forme 

(45) s = e'/(a:,p). 

Cette équation admet toujours, quel que soil/{x,p)^ une intégrale intermédiaire 
du second ordre 

(46) /•=-F(x,;>)-f./(a:,p)X, 
la fonction F étant déterminée par Téquation 

dpJ dp^-dx^P-f **" àp\f)-f^pdx 

Pour savoir à quelles conditions il y aura aussi une intégrale intermédiaire 
correspondant à l'autre système de caractéristiques, reprenons les équations (44) 

dont la première se réduit ici à —- = cp. On en conclut que U est une simple 

fonction de^. De la seconde on tire ensuite 

comme U et /ne renferment pas Zy il faut que Ton ait U = o, -~j- = o, ou que 
/^ soit une fonction entière et du second degré de p 

et la seconde équation (4o) donne alors 

c'-(X/?-HX|) = -r-/>-H-r- OU -5-=:e*«X, -— =:e*-X|. 

^ âz ^ ox âz ox 

Ces équations sont compatibles pourvu que Ton ait 2X1 = X', et en définitive 
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Téquation du second ordre cherchée peut s^écrire 

les fondions X et Xj étant quelconques. Toutes ces équations peuvent être ra- 
menées à une même forme canonique; d'abord, en changeant ^ en >3 -\-/{^)j on 
peut faire disparaître Xa sans changer la forme de l'équation. En prenant en- 
suite X pour variable indépendante, on aboutit enfin à l'équation 

(VII) s=ze-\/xp*-\-p, 

qui admet les deux intégrales intermédiaires 

/= — H h Y, /•=/>»-+- Xv/p*^4-/?. 

2 2 r yir r 

On verrait de la même façon que l'hypothèse Y = o, -r-j = o conduit à des con- 
ditions incompatibles. 

Deuxième cas. — Soit 

(^ = ¥(x,y,p)z-i-Fi(x,j^,p). 

La première des relations (44) donne 

d'F_ /J'F d'FA 

ce qui exige que Ton ait 



et o est de la forme 
On en déduit 

et, par suite, 



V ^'F 



âV âU ^ 

OS ax 



da âb 

dx dz 



Si a n'est pas nul, c'est donc une fonction de la seule variable y, soit Y,. En 
prenant pour inconnue Y« s au lieu de z, et changeant ensuite -5 en 5 -|- A, on 
peut ramener l'équation du second ordre à la forme 

s—pz-\-F\(x,y,p). 

La première des équations (43) devient 

dF, (?S , „ , ^S 

'■^-d^^Tp^P'-^^^^-^d-/ 



2 

el Ton en lire 
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àp p' ày dp 


P 


d*S à (dY\ F,N 


\ — r» 



Cl, par suite, 

ôydp ôfj\dp p ) ^' 
de sorle que F| esl de la forme 

F, = A(j?,y);>4-B(j?,7))oL/?, 

tandis qu^on a 

S = C(a:,j^)4-L/>. 

I^a seconde des équations (43) esl alors 

à^ à\^ I , c.xv»/^T, , dix 



On en déduit 



cf^v»/ àk ^B , \ 



^_ ç^ / ^A ^B 

àp-""' dy 



et ces conditions sont évidemment incompatibles. 

Si l'on avait « = o, la première des équations (43) donnerait 

-T-' = — ( 65 4- F, ) 4- -r-, 

Op dp à y 

ou 

^__ dS _olF, 

d|/o ~~ ' ^/ ~ <^P 

ety par suite, 

ôp^ ~~ Oyôp~~ * 
de sorte que F( serait une fonction linéaire de/>. 

Troisième cas, — Soit 

L*équation 

s=zF(x,y,p) 

admet toujours une intégrale intermédiaire du premier ordre 4>(j;,y, y»)= X, 
où ^ est déterminé par la condition 

ày àp ^ ' 
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Pour qu'il existe une inlégrale inlermédiaire du second ordre pour le second 
système de caractéristiques, il faut que la fonction F vérifie aussi les relations (44) 
pour des formes convenablement choisies des fonctions Y, U(x,j»', 5), \{x^y^ z). 
Ces équations sont ici 

ô^ ^p_UF — — • 

puisque, par hypothèse, F n'est pas une fonction linéaire de p, on déduit de la 
première Y 1= o, — =0, -r- = o, de sorte que U est une fonction de la seule 
variable^. La seconde donne alors, en difTi^renlianl, par rapport à s, 

et, en définitive, la fonction F(x,yf p) doit satisfaire à une relation de la forme 

Lorsqu'il en est ainsi, l'équation s = ¥{x, y^ p) admet bien l'intégrale inter- 
médiaire 

^ -Ai) ç -+-/i (/)- -y- ^(•^. y) "^ Y. 

Y désignant une fonction arbitraire de ^. Toutes ces équations peuvent encore 
être ramenées à une forme canonique simple. Soient Zi et Z2 deux intégrales 
distinctes, indépendantes de x^ de l'équation différentielle linéaire 

prenons pour variable indépendante ~ au lieu dey, et changeons ensuite z en Ziz; 
la nouvelle équation, devant admettre les deux intégrales i et y, se réduira 
à -^ = 0. Si l'on applique les mêmes transformations à l'équation aux dérivées 
partielles du second ordre, l'intégrale intermédiaire du second ordre devient 

et il suffira de changer encore 5 en ^ -|- |J^(^) JK)î en choisissant |x convenablement, 
pour qu'elle devienne f = Y. Toutes ces transformations ne changent pas la 
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forme de l'équation du second ordre considérée*, on devra donc avoir finalement 

— F— = 
à y àp~~ ' 

c'est-à-dire qu'on sera ramené à une équation du type suivant 

(VIII) p^sy=/{x,s). 

Celte équation admet l'intégrale intermédiaire du premier ordre 

p-\'y=/{x.\'), 

et l'intégrale générale est donnée par la formule 



5 = Xy + Y -H C/(a:, X')dx, 



Pour avoir des formules débarrassées de tout signe de quadrature, il suffira 
d'intégrer Féquation de Monge 

13. Il ne nous reste plus (|u'à examiner le cas où les deux fonctions ^ et ^ 

sont linéaires en p ci q respectivement. L'équation peut alors être ramenée à la 

forme 

s =z ap -\' bq -\- Cy 

(1^ />, c étant des fonctions de x^y^ z. Nous distinguerons encore plusieurs cas 
dans la discussion. 

Premier cas. — Soit -r- = — = o. En changeant z en zeJ ■^, on fait dispa- 

OZ uZ 

raître le terme en q^ de sorte qu'on peut prendre l'équation sous la forme 

L'équation (E) est ici 

d'k ô\ dl , . ^ da de de 

on en déduit 

dX _ dildc d^c d^c _ 

as ~ °' dp bz '^ dxdz^P dz* ~ °' 

et les coefïicienls de la dernière équation doivent être indépendants de z 

d* (, dc\ J« /, dc\ 

^;^(^log^j = o. _(^log-j = o. 
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Kcarlons le cas où c serait une fonction linéaire de s; on tire de ces équations 

en prenant pour inconnue Y^ et changeant ensuite z en s-^ \ii{x^y), on peut 
ramener lV*quation a la forme 

Les équations qui déterminent ). sont alors 



dl . . (da d^\ 



dy âi an 

55 = ^' Tp-^^-^ôJ 



et \es conditions d^intégrabilité donnent 



(?«R 



a — o, -r — T- — o; 

ojcay 

l'équation du second ordre se ramène à Téquation de Liouville 

(IX) s = e-. 

Deuxième cas, — Soient — = o, -r- pt^ o. On peut encore prendre Téquation 

SOUS la forme simple s =^ ap -\' c. Une discussion analogue aux précédentes con- 
duit à la seule équation (*) 

(X) s = e^'p, 

qui admet l'intégrale intermédiaire du premier ordre q=ze*-\-Yj et l'intégrale 
intermédiaire du second ordre r = p^ -hp\. L'intégrale générale est donnée par 

la formule 

e«(\-Y)=:V. 

Troisième cas. — Soient -r- ^ o, -r- ^z^ o. En écrivant que Téquation (E)' 

z 0Z 

admet une intégrale indépendante de q et l'équation (E', ) une intégrale indépen- 
dante de p, on arrive aux conditions suivantes 

, àh âk , àh , , âk 

b ^= r— > a z=z r-, cz=an z- -m Ok r- ' 

dz az or Ojc 



(*) Cette équation appartient à la classe générale étudiée par M. Moutard {Comptes 
rendus^ 1870). Voir la note de M. E. Cosserat, dans le Tome IV de la Théorie générale 
des sur/aces, de M. Darboux. 

Fac. de T., a" S., I. q 



où Ton a posé 
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-.- + ab- 
us 

do 


Oh 


<)s 





Oc , ()n 

, .,^ ^, I Oz Ojt 
h.. . ^, X = ^ 

Oz 

Kii éf;alanl les deux expressions de c, on a la condition 

Ok _^ àk^_Oh__,qh_ 
Ox Oz Oy Oz 

(pli exprime (pie les deux équations 

Of . Of Of , Of 

0.1' Oz Oy Oz 

forment un système complet. On a donc, en désignant, par U (x, y, z) une solir 
tion de ce système, 



d\] 


d\} 


, ().V 

Oh 


^ OU ' 



Oz Oz 

cl les formules précédentes donneront les expressions d(î r/, />, c en fonction de U 
et de ses dérivées. On vérifie facilement, en se servant de ces expressions, que, 
si Ton prend pour inconnue nouvelle la fonction lJ(»r, )*, 3), Téquatitm du second 
ordre prend la forme simple 

(«7) S — aprj. 

On démontre ensuite, en se servant «les é(piations (E), (K), elles-mêmes que 
Téquation doit être de la forme 



.V 



(>r^, + YTi)'"/' 



\ désignant une fonction de x et Y une fonction de y. Si Ton prend pour va- 
riables indépendantes ces foneti(ms X et Y elles-mêmes, Téipiation j)eut s'écrire 



•^~(:;r^-^r-r^)/^v; 



<'nfin, si Ton prend pour fonction inconnue 



elle devient 



"='•(.; 



^ ^ Ou- Oy Ox \y — rj Oy\x — y ) ~ 
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Celle équalion rentre dans la classe des équations de M. Moutard, et son in- 
tégration se ramène à celle de Téqualion linéaire ( ' ) 

-^ Z 71 =0. 



âxày Jo—ydy ^-r — yY 

il. En définitive, si nous faisons abstraclion des équations linéaires et de celles 
qui s'y ramènent par un changement de fonction inconnue, toutes les équations 
du second ordre cherchées peuvent, par une transformation ponctuelle de la 
forme (i4)ï ^^^^ ramenées à l'un des types ci-dessous : 

^ ' X -\- y^ 



(II) .v=î ^ ^; 



(111) y_ V -î-/ V 1_ 

^ ' sin5 

(IV) .Ç3 4-£9(a',/?)^(j^, çr)=o. 



(où Ton a 



dp ^ dp ^ 



R est une constanle dilTérenle de zéro); 

(V) s{x-^y)z=z(^{p)^{q), où (^(p)z^ i -\- eP-9(p), 4;(^) = n-e^-^Vw, 

(VI) ^_.!^/(.,i); 



( Vil ) 5 =: e= s/xp^ 4- p ; 

(VIII) /.-.vr=/(^,5); 

(IX) s=ze-; 

(X) 5=/?e=; 

(XI) .V - — (~^\ -\- — ( ^"' ^ = o 

On connaît déjà sous forme entièrement explicite l'intégrale générale des équa- 
tions (I), (IX), (X), (XI). Les équations (VI) et (VIII) sont intégrables parla 
méthode de Monge, et l'on a déjà fait remarquer qu'on peut obtenir l'intégrale 
générale sous forme explicite, moyennant l'intégration d'une équation de Monge. 
Il ne reste plus à étudier que les équations (II), (III), ( IV), (V) et (VII). 

L'équation (V) peut se ramener à une équation intégrable par une transforma- 



(*) Voir la note déjà citée de M. E. Gosscrat, p. 410 et suiv. 
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lion de Barkiiiiid. Introduisons deux variables auxiliaires u cl t* en posant 

P — ?(/^) ~- "» 7" •>(7) = <'; 
des équations r|ui définissent cp et '!/, on lire inversement 

LVquation du second ordre peut s'écrire 



e 



9 dp X -\- y 

c'esl-à-dire 

//ox ^ t . du i -h e 



~r" \r — ^/ — T~ — > 



et l\)n a de niéine 



fh' I -t- r" 

ô^v .1' -+- y 



de sorle que rinléj;ralion de IVqualion (V) est ramenée à celle des é(|uations si- 
multanées ( {8} et ( (()). L'élimination de i-* conduit à Téquation 

(Pu _ ô_ /_f" \ _ ___« 

ô,v ôy ~ ôy \.r -^y) (.r 4- j>')* 

cl, si Ton pose 

//=:zL(.r 4-^r) 4-/, 

on arrive, enfin, ù ré(|ualion (X) signalée plus haut 

OU ^ôl 

O.vdy àv' 

dont rintégrale générale est donnée par la formule 



e'=r -. 



- \' 



\4- Y 

On en lire successivement 



^■^fp d.^ 4- 7 ^0' - (X -t- V ) L ( -^]^) 4- p. (- \' ) </.r 4- ^ J.(- Y' ) r/>- 
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Pour faire disparaître les deux signes de quadrature, il suffira d'inlroduire 
deux paramètres variables a et P en posant 

\' = -e\ T=-eh x=/(«)+/'(«), jK= ?'(«) + ?"(?). 

ce qui donne 

fL(---V)dx^Ja[f(0L)-hr{0L)]doi = ctf(a)^f(x)-^0L/HoL)-/'{0Lh 
et Ton aura de même 

yL(-Y')rfy = P9'((3)-9(P) + i39"(?)-9'(;3), 

et il suffira de remplacer x, ^, X et Y par ces expressions dans la formule qui 
donne z pour avoir les expressions explicites de x, y^ z en fonction des deux 
paramètres a, p, et dos deux fonctions arbitraires /(a) et '^(fi)et de leurs dérivées. 

13. L'équation (VII) peut aussi, par une transformation de Biicklund, se ra- 
mener à une équation admettant une intégrale intermédiaire du premier ordre. Il 
suffit de prendre une nouvelle fonction inconnue X en posant 

___=X' ou P = y^zr^\ 

Téqualion proposée donne alors 



= e'P \J 



px H- I. Xe* 

p X* — X 



— aX — 
ou, en remarquant que i = ^ = ç^r^^^y 

d\ 
On en déduit, en difTérentiant par rapport à x, 



s ^ — dxôy dy\ dx ) _ dy 
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OU 

(jClle équation admet l'intégrale intermédiaire du premier ordre 

\ désignant une fonction arbitraire de x, et une intégrale intermédiaire du troi- 
sième ordre (jue l'on obtiendra en remplaçant e*, q^ t par leurs valeurs en fonction 

de A, -T— > -r— -> -r— r uans 1 équation 
f>/ (7V* </>'* ^ 

i=z -'- 4- -e»=-+- Y. 

2 a 

Ij'inlégralo générale de l'équation du premier ordre (5i) esl de la forme 

X = 9.(.r)+ /'(/•/ . 

Y désignant une fonction arbitraire de ^, et 0|, Oo, 0» des fonctions de j; telles 
âl 

(|ue r-j ne renferme pas Y. Il faut pour cela que Ton ait 

pour satisfaire à ces conditions, il suffira d'exprimer x, 0«, 0^, 0:, en fonction d'une 
variable auxiliaire a de telle façon que l'on ait 

On y arrive en posant 

et rintégrale générale de l'équation (5o) est représentée par les équations 



gîa 



a: = 



=="'F^(^t'''^'^)"'^'''^''^^' 






P(«) Y F(«)> 
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F (a) élanl une fonction arbitraire de a et Y une fonction arbitraire de y. Il suf- 
fira de remplacer \ par la valeur précédente dans Texpression de z pour avoir 
l'intégrale générale de l'équation (VU). 

La transformation de Backlund qui nous a servi s'applique aussi à toutes les 
équations de la forme s-=e^f[x^ p) et conduit à des équations admettant des 
intégrales intermédiaires du premier ordre. 

16. La méthode précédente d'intégration de l'équation (5o) s'applique aussi à 
toute équation du second ordre admettant une intégrale intermédiaire de la forme 

— ^ =rX(a5*-f-2(3-5-hy) 4-a -3* -1-2654- c, 

rt, 6, c, a, ^, Y étant des fonctions déterminées de x^ et X une fonclion arbitraire. 
Si l'on effectue une transformation telle que 

pz'-hq *^ 

on peut ramener cette intégrale intermédiaire à la forme 

en négligeant les cas particuliers qui conduisent à des équations connues. Si l'on 
pose z = ^", elle devient 

au ^ , , 

et l'équation du second ordre correspondante est 



dx dy ~^ '■' dy 

elle admet aussi l'intégrale intermédiaire du troisième ordre 



dy dy* \dy*) \dy) -^\ 



duX 

ày) 



ramener 



Quelle que soit la fonction ^{x)^ une transformation de Backlund permet de 
cette équation au type (VII). Si l'on pose en effet -r- = e**, on a 

ax TV/' dx ôy t v / 
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on 



1 \ ().v du: à) 

ou (îii linî 



>// ' ^ ^ 'i \dx dxdv)^ 



3?i^=V(ë)"-^"'). 



équation (jnc l*on ramènera à la forme (VII), comme on Ta explique plus haut 

(n» 12). 

17. Il ne reslc donc plus à intégrer que les oqualions (H), (III), (IV). Je n'ai 
pu jus({u'lci aciiever Tintégration, comme dans les deux cas déjà traités. L'inté- 
gration de Téquation (111)* par exem|>le, est ramenée a celle du système complète- 
mont intégrable 



/• 5 -h I -+- />* = w v^i -h Z^* X, 



(•*>!) < sz =y(,-+.yE?«)(i4-y«), 



tz 4- i-f- 7*=: :yv^i H- 7* Y, 

où X et Y sont deux fonctions arbitraires de jp et de y respectivement. Celte 
intégration ne paraît pas possible en termes finis, quelles que soient les deux 
fonctions X et Y' ; mais on peut cependant obtenir dos intégrales particulières en 
assez grand nombre. Ainsi, pour X== Y' = o, l'intégrale générale de ce système 
est donnée par la formule 

a, //, r, d étant quatre constantes liées par la relation 

/>*4- c*— T^abc -h («'— i)rf=: o. 

D*une manière plus générale, supposons que, pour un choix particulier de la 
fonction X, on ait obtenu l'intégrale générale de Téquation différentielle, du 
second ordre 



(.>5) r^ H- I -|-)y*ni: zy/i H-^'X, 

qui ne renferme que x^ z^ />, r. L*intégrale générale est de la forme 

- = F(x, Y, Y,), 

Y, Y| <lésignant deux fonctions arbitraires de^. En écrivant que z vérifie l'équa- 
tion du second ordre proposée, on est conduit à une relation de la forme 

(r.f.) *(Y, Y„Y', y;) = o, 
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et l'on obtiendra uneinfinilé d'intégrales de l'équation proposée, dépendant d'une 
fonction arbitraire par l'intégration de l'équation de Monge (56). Ainsi, pour 
X = o, l'intégrale générale de l'équation (55) est 



5 = y/'i Yi -h îo^Y — x^y 
ei la relation (56) devient 

a Yi (i — Y'«)-+- Y*-f- y;* - 2 YY' y; =:: o. 

c 

On obtiendrait d'autres intégrales, en supposant X = G, ou X = — • 

Remarque. — Il n'est pas toujours nécessaire, pour intégrer une des équations 
que nous venons de passer en revue, de la ramener à la forme canonique corres- 
pondante; l'intégration directe peut parfois être plus facile. Prenons, par exemple, 
l'équation 

s — ) 

qui admet l'intégrale intermédiaire du premier ordre 



— ~9('*^) 

et rintégrale intermédiaire du second ordre 

Pour ramener cette équation à la forme canonique (Vl), il faudrait (n^ 10) 
prendre 5^ pour inconnue, mais il est plus simple d'intégrer directement l'équa- 

. X' . . . . 

tion s z ^=^ qsj \ -^ p^ \ si l'on remplace oi^x) par — ^, l'intégrale intermédiaire 

du premier ordre peut s'écrire 



X 



X* 



et l'intégrale générale est donnée par la formule 



"=xj x^"-^x 



On fera disparaître le signe de quadrature en posant x=i7.f"[7.) — /'(^)> 
X= -Tif- — -j a étant un paramètre variable et /(a) une fonction arbitraire de ce 

paramètre. 

Fac. de T., i" S., 1. lO 
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18. Je terminerai ce travail par l'examen d'une question qui se rattache aux 
questions déjà traitées. Étant donnée une équation 

(57) s—f^x,y,Zyp, 7), 

s'il n'existe, pour chaque système de caractéristiques du premier ordre, qu'une 
seule combinaison intégrable, soit rfo: = o ou rf^ = o, les seules transformations 
de contact qui ne changent pas la forme de l'équation (67) sont précisément les 
transformations ponctuelles (i4)* Mais il n'en est plus de même s'il existe pour 
l'un des systèmes de caractéristiques du premier ordre deux combinaisons inté- 
grables distinctes 

Il existe alors une infinité de transformations de contact qui ne changent pas la 

forme de l'équation du second ordre proposée. Soit, en effet, F (a:, m) une fonction 

quelconque de jc et de w ; soit ^{x^y^ s, p) une seconde fonction satisfaisant à la 

condition 

[F,*l=zo; 

les formules de transformation 

définissent une transformation de contact qui, appliquée à l'équation (57}, con- 
duira à une équation du second ordre pour laquelle les deux familles de caractéris- 
tiques admettent respectivement les combinaisons intégrables 

d\ = 0, d\ = o. 

Celte équation sera donc de la forme (57). 

La fonction F(x, u) pouvant être choisie arbitrairement, on est conduit à se 
demander s'il ne serait pas possible de trouver une transformation de contact 
ramenant l'équation du second ordre à une forme particulièrement simple, que 
l'on prendrait pour forme canonique. Je n'examinerai ici que le problème 
suivant : 

Étant donnée une équation de la forme (57), qui admet une intégrale 
intermédiaire du premier ordre u{x^y^ 3,/>)=X, X étant une fonction 
arbitraire de x, peut-on trouver une transformation de contact telle que 
l'équation transformée admette une intégrale intermédiaire 

a et b ne dépendant que de x\ y ^ z\ et X' étant une fonction arbitraire 
de x'? 



RECHERCHES SUR QUELQUES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES, ETC. 7^ 

Cela revient à trouver s'il existe deux fonctions /(^, u) et f (or, w), et une 
transformation de contact qui les change respectivement en ap^ -\- b et x\ a et b 
étant des fonctions de;r', ^, 5'. Introduisons une notation homogène en posant 



X — JTi, 






y — »rj, 



/'=-«'.. 






„^ 



= a: 



3» 



f>' — ^'' 






Toute transformation de contact en (^,y, ^, /?, y) se change en une transfor- 
mation homogène de contact en (oti, x^^ ^zj Pk^ p^^ Pz) et inversement. Soient U 
et V ce que deviennent les fonctions /(x, u) et o{x^ u) quand on y remplace x^ 
Ji -3, />, q par les valeurs précédentes; posons en même temps 



\}'^^a{x\, x',, ^;)fl + b{x\, x\, x\), y'^x\. 

Nous sommes ramenés à rechercher s'il existe une transformation de contact 
homogène qui change U et V en U' et V respectivement. Or on a 

(U', V') = -^, ((U', V), V')=o; 

il faudra donc que Ton ait aussi ((U, V), V) =0, et le problème revient à 
celui-ci : 

Posant M = w ( 0?! , ^2? ^3, — ~ )> ^' = ^^^ peut-on trouver deux fonctions 
U =/(m, i'), V = ç(w, 1^), telles que Von ait ((U, V), V) = o? 

La condition est suffisante. En effet, supposons que Ton ait trouvé deux fonc- 
tions /(m, v) et f (m, v) satisfaisant à cette condition. Comme on a (V, 0:2) = o, 
on peut déterminer une transformation de contact homogène de telle façon que V 
se change en x\y x^ restant égal à ^r!, ; U se change alors en une certaine fonction 






dY 



Comme on a (U, 2:2)= o, on doit avoir aussi (U', x^= o, c'est-à-dire -r— 7 = o, 
et la fonction U' ne contient pas/>^. D'autre part, on a 






((U',x;),a.;) = ^, 



et la condition ((U, V), V) = o nous donne ^-tj = o; la fonction U' est donc une 
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/ 



fonction linéaire de p\ 






a ei b ne dépendant que de x\, x!,, x'^. Si Ton revient aux variables primitives or, 
y, z^ />, <7, on en conclut qu'il existe une transformation de contact qui change le 
syslème des deux équations 

en un système de deux équations 

d{ ap' -h h)z- o, dx' = o, 

(f et b étant des fondions de x' ^ y\ z' , La condition énoncée est donc suffisante. 
Pour reconnaître si Ton peut trouver deux fonctions y(w, r), 'i(«, i») satis- 
faisant à cette condition, remarquons que Ton a 

(U,V) = (/,9) = («,.-)A, 
en posant, pour abréger, 

A- n(/,9) . 

on a ensuite 

((U,V).V)=:(A(«,.^). 9(«,r)) 

Comme/, '^, A ne dépendent que de u et de Vy pour que la relation ((U, V), V) = o 
soit vérifiée en prenant pour f et cp des fonctions choisies convenablement, il 

faudra que ion ait entre (f/, r)^, ((f/, i^), w), {{uj\')yv) une relation de la 
forme suivante 

(58) A(//, vy-^\\{{u, r), u) -+- G((//, r), ^ = o, 

les coefficients A, B, C ne dépendant que de u et de r. 

Inversement, lorsqu'il en est ainsi, on aura pour déterminer les fonctions f 
et C3 les deux relations 

^ ^ J)(//, f) i)u dv 

(>»9) — Â — = -ir = -:■-• 

La fonction '^ est déterminée par l'équation du premier ordre 

du ôv 
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si i', est une intégrale particulière, l'intégrale générale est 'f(i'i), ? étant une 
fonction arbitraire. On a ensuite, pour déterminer A Téquation suivante 

à logA ào d logA (^9 \ ào A ôo 



au à^' âv du H Ou C âv 



1 1 



(jui peut s écrire 



C 



dlOîrA 



^_B^]^ = A. 



du â\' 



Si logA» est une intégrale particulière, l'intégrale générale est donnée par la 
formule 

logA=:logA,-hliglj>(i',), 

•!» étant une nouvelle fonction arbitraire. On a enfin, pour déterminer/, Téqua- 

lion 

ôf do âf do A . / X 
du dv dv du ~-^ivv»i; 

ou 

àj^ àv^ _ àf di\ _ ^ il^. 
du d^' dv du ' 9'(*'i) 

Si Ui est une intégrale particulière de l'équation ^^ — \- =A|, l'intégrale 

générale de cette dernière équation esty*= U\f\{s^^)-\-f2{V{)' Toutes les solu- 
tions ainsi obtenues 

9 = ?(^i)» /= "1/1(^*1) -^/i(i'i), 

où les trois fonctions cp,/i, f^ sont arbitraires, ne sont pas en réalité distinctes, 
car elles reviennent à remplacer, dans l'intégrale intermédiaire ap -\- b = \^ 
X et ap -\- b par 'f(^) et /, (a:)(a^ -f- ^)4-/2(-^) respectivement, ce qui ne 
donne qu'une seule équation du second ordre. 

Remarque I. — Si une équation du second ordre admet l'intégrale intermé- 
diaire 

a/? -h ^ 1= X, 

en prenant pour inconnue une fonction 0(^,^, 2) satisfaisante l'unique condi- 
tion -r^ r= a, cette intégrale intermédiaire prendra la forme 

p-hb^\, 

et l'équation du second ordre aura la forme simple 

/a^\ àh db 

(00) s-\- ^-q -^ ^- z=io, 

dz ^ dy 
Telle est la forme canonique à laquelle on peut ramener une équation 
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s=^f{x^y^z,p^q) qui admet une inlégrale intermédiaire du premier ordre, 
lorsque la condition exprimée par la formule (58) est satisfaite. Cette forme 
canonique n'est pas unique, car on peut y changer zen z -\- ¥{x^y). 

Remarque II. — Cherchons s'il peut exister deux relations distinctes de la 
forme (58), c'est-à-dire telles que les coefficients A, B, C ne soient pas propor- 
lionnels. S'il existe une première relation de cette forme, on peut s'en servir pour 
ramener l'intégrale intermédiaire à la forme canonique /? -f- 6 = X. On a alors 

m '" 

(„,,.)^_J., ((„,o,..) = o, ((«,„),„)^-lJ^. 

Pour qu'il existe une relation de la forme (58), différente de ((m, v)^ v) = o, il 

faudra que r^— > c'est-à-dire -r — se réduise à une fonction de Xi, On aura 

donc 

l'équation du second ordre correspondante s -\- ^{x)q -\- -^ = o peut être ra- 

{)t II 
inenée à la forme -- — p = o, en posant :; = aw -}- fi. 
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1. Le problème dont je me propose d^examiner la solution est le suivant : 
Trouver une courbe (M), connaissant le lieu (O) de ses centres de courbure. 

D'après cet énoncé, on doit regarder la courbe donnée (O) et la courbe cher- 
chée (M) comme se correspondant, point par point, de telle sorte qu'au point M 
de (M) corresponde le point O de (O), qui est le centre de courbure de (M) en M. 

J'appliquerai à la solution de ce problème les méthodes de la périmorphie cur- 
viligne en prenant la courbe donnée (O) pour courbe de référence. En consé- 
quence, les inconnues seront les coordonnées x^ y^ z, par rapport au trièdre fon- 
damental de (O) en O (*), du point M de (M) qui correspond à O. II est clair que 
le problème sera résolu, si l'on parvient à déterminer x^y^z en fonction de la 
variable définissant individuellement les points de (O). Cette variable indépen- 
dante sera, comme d'habitude, l'arc s de (O) compté à partir d'une origine arbi- 
traire. 

Pour obtenir les équations du problème, il suffira évidemment d'exprimer : 
1** que le plan normal à (M) en M passe par le point O ; a** que la caractéristique 
de ce plan normal, qui est la droite polaire de (M) en M, contient aussi le point O ; 
3° que cette droite polaire est perpendiculaire à OM. S'il en est ainsi, le point O 
sera le centre de courbure de (M) en M, et le rayon de courbure de (M), en ce 
point, aura pour longueur la distance OM. 

(») Ce trièdre est formé, comme on sait, par la tangente Ox à (0), par la normale prin- 
cipale Oy et la bi-normale 0^ au même point de la courbe. 
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La solution dépend, comme on le verra bientôt, d'une équation difTérenticIIe 
non linéaire du troisième ordre dont Pintégration, sous forme finie et explicite, 
parait présenter des difficultés insurmontables, même dans les cas les plus simples. 
(Test aussi le résultat auquel sont arrivés les auteurs qui, à ma connaissance, ont 
traité la même question; savoir : J.-A. Seuret {Journal de Liouville, t. XVIII, 
p. 3.'^-4o; i853) et M. Pironuini {Annali di Malematica, II, t. XVII, p. 59-79). 
Cependant, Texamen de Téquation difi'érentielle ou, plutôt, du système des trois 
équations difTérentielles qui y conduit permet d'établir directement quelques 
pro|)riétés générales des courbes cherchées (M). C'est à cette étude qu'est con- 
sacrée la partie principale du présent travail que je termine, à l'exemple de 
M. Pirondini, par la discussion de cas particuliers dans lesquels certaines con- 
ditions sont imposées à la solution demandée. 

1. — Recherche des équations du problème, 

î2. Les projections, sur les axes mobiles, du déplacement que subit le point M, 
quand O vient occuper, sur (O), la position infiniment voisine O', telle que 
OO' -~ds^ sont données par les formules générales que j'écrirai comme il suit : 

/ AX = A ds, 
A (le M AY ni B ds. 



en posant, pour abréger, 



AZ = C ds, 



dx ( y 

I— - p 



ds 



as 






Les cas où Tune des quantités p ou t est nulle sont naturellement mis de côté, 
car la courbe (O) se réduit alors à un point et la courbe (M), dont le centre de 
courbure est un point fixe, est un cercle quelconque ayant ce |)oint pour centre. 

Par contre, la méthode employée convient aux cas où Tune des courbures - ou - 

1 ^ p T 

est nulle. Si la courbure - est nulle, la courbe donnée (O) est une ligne droite, 

P 
au(|uel cas les courbes (M) sont des cercles ayant pour axe cette droite, comme 

«railleurs, on le verra plus loin. Dans le cas où la torsion - est nulle, la courbe 



') loir les Leçons de M. Darboux, t. I, p. 8 et 10. 



RECHERCHE DES COURRES DONT LE LTEU DES CENTRES DE COIRBURE, ETC. 8l 

donnée (O) est plane et Ton connaît une solution du problème formée par les 
développantes de (O). 

Ceci posé, le plan normal à (M) en M a pour équation 

A(X--^)-hH(Y— j)-+-C(Z-;;)=ro, 

et, puisqu'il doit passer par Torigine, on a cette première relation 

A^ -+- Uy -+- C3 — o, 

qui, par la substitution des valeurs de A, B, C, devient 

. ^ ff.r dy dz 

ds ^ ds ds 

En la supposant satisfaite, Téquation du plan normal prend la forme 

AX^BY4-CZ = o. 

La caractéristique du plan normal, ou la droite polaire de (M) en M, est la droite 

d'intersection du plan représenté par Téqualion précédente et de celui qui a pour 

équation 

AÔX-hBâY-i-CÔZ-+-X^A-+- Y^B-hZ^C = o. 

En remplaçant par leurs valeurs, dans cette dernière, les variations 5X, 5Y, oZ 
que subissent les coordonnées d'un point fixe arbitraire (X, Y, Z) quand on 
passe d'un trièdre au trièdre infiniment voisin, on trouve (' ) 



a-)-(?-f)-^ 



CY ^d\ ^dB r,dC 
ds ds ds 



pour la seconde équation de la droite polaire. La condition qui exprime que cette 

droite passe par O est donc 

A = o 

ou 

» 

Cette équation est la seconde équation du problème. Si elle est vérifiée, les 



(I) Ces valeurs sont, d'après les formules donnant AX, AV, AZ, 



=(?-)-• "=(^-ï)*• 



SX = ( - — 1 1 e/*, 8V = ( ~ - - W5. 8Z = - ^ ^5. 



Fiic. de r., a* S., I. I i 
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(équations de la droite polaire OK sont 

BY -+- CZ m o, 

_?X-f-(^— --^Y + f— -f-?^Z = o 
p ' \cis T/ \ds T/ 

en remarquant que l'hypothèse A = o entraîne -^ = o. 

Ces équations mises sous forme de rapports égaux peuvent s'écrire 

X _J^__ Z 

dH ^ dC B» 4- O " BC " B^"' 

' ds ds T p p . 

Il reste maintenant à exprimer que la droite représentée par les équations pré- 
cédentes est [)erpendiculaire à la droite OM dont les équations sont 

X _ Y_Z 

a- '" y "^ z 

La troisième condition est donc exprimée par l'équation 

dans laquelle on devra remplacer B et C par leurs valeurs. 

Avant d'opérer la suhslitution, il importe d'observer que les trois relations ob- 
lenues admettent le svstéme de solutions 

A = B irz C =r O, 

({ui correspondent au cas où le point M est (Ixe, puisque ces équations signifient 
<pie le déplacement de M est nul pour tout déplacement de O, quand ce dernier 
point parcourt (O). On supprimera cette solution, évidemment étrangère au 
problème proposé, en dirigeant, comme il suit, la substitution dont on vient de 
parler. 

3. Je remarque que la condition A = o réduit la seconde à 

B/H-(]5 = 0. 

On y satisfait en posant 

( C :r= - Il y, 

\k désignant une nouvelle inconnue, à condition toutefois que les valeurs de ^ et 
de z ne soient pas nulles simultanément. 
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Portant ces valeurs et celles de leurs dérivées dans (3), puis supprimant le 
facteur jji^, on met cette équation sous la forme 

qui peut s'écrire 

dy dz 

(5)' ^4r^ = .^-H-' 



y^-\- z^ T p.r 



ou encore 



' ds\ ^ z J ': çx 

en réservant les cas, examinés plus loin, où Tune des quantités a: ou ^*+ z^ est 
nulle. La division par jjl* a supprimé la solution (jl = o qui, avec A = o, fournit 
les points fixes de Tespace. 

En résumé, les équations du problème sont celles du système suivant : 

dx dy dz 



dx 

(I) \~d^ 



-<-f)=»- 



dy dz 

z -^ y — 

ds '^ ds 1 



s* T ox 



cette dernière pouvant aussi s'écrire 

/ r X w do i z 

ds •: px 

après avoir posé 

^ = tang9 (>). 

A* 

Si ces équations sont satisfaites, les équations de la droite polaire de (M) en M, 
où l'on remplacera B et C par leurs valeurs et où l'on tiendra compte de la troi- 
sième équation (5)', deviendronl 

(6) X Y Z 



.r* H- z^ —y —z 

X 



(M Cet angle çp est celui que M. Pirondini désigne par 6. A l'aide des équations (1) et 
(5)', il serait facile de former l'équation difTérentielle dont o dépend {loc. cit,, p. 69). 
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Elles conduisent à la proposition suivante, d'ailleurs connue : 

Le plan normal à une courbe (M) en Vun de ses points M contient la tan- 
gente au lieu des centres de courbure de (M), au point O qui correspond à M, 
d^où il suit que les tangentes aux deux courbes (M) et (O), en leurs points 
correspondants, sont rectangulaires. 

D'après les équations (6), la première conclusion résulte de ce que la droîlc 
polaire et le point M sont dans un même plan avec Ox^ et la seconde, de la valeur 
nulle de A. 

On trouvera enfin la valeur de Tinconnue auxiliaire [x en partant des équa- 
tions (4), que Ton ajoutera membre à membre, après avoir multiplié la première 
par -3, la seconde par — y. 

En tenant compte ensuite de (5)', on obtiendra, après des réductions faciles, la 
valeur suivante 

(x^-{- y^-\- z^)z 



(7) F- 



px(y^-^z'-) 



II. — Formation de r équation dijférentielle caractéristique. 

1. Au point de vue analytique, la question est ramenée à la résolution d'un 
système de Irois é(|uations différentielles du premier ordre entre les trois fonctions 
X, y^ z (le la variable s. 

On peut former, par élimination, réipiation différentielle du troisième ordre 
(|ui détermine, soit Tune des coordonnées x^ y^ z^ soit l'inconnue auxiliaire jjl. 

t*ar exemple, Téquation qui définit (jl s'obtient en différentiant trois fois de 

suite Téquation (7) et en remplaçant, à chaque opération, les dérivées -r-> -^> 

-— > par leurs valeurs déduites du système (I). On aura ainsi, en y comprenant (-j), 

(|uatre écpiations, enire lesquelles il suffira d'éliminer r, y, J, pour parvenir à 
l'équation cliercliée. 

iMais le procédé le plus rapide me semble être celui (|ui consiste à prendre, pour 
inconnues principale, la (piantlté ). définie par la relation 

(8) 2X — a:»-h7»-h3-, 

<lr la(|uelle on déduit (jue aXcst le carré de la distance OM, ou bien encore, le 
carré du rayon de courbure de (M) au point M. 
En différentiant l'équation (-), il vient 



r//» _ dx dy ^ dz ^ 

ds ' ds ^ ds "* ds ' 
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d'où Ton tire, par comparaison avec la première des équations (I), 



(9) X-- 



ds 



Cette valeur, substituée dans la seconde équation du même système, donne 
ensuite 

(•°> •>'=p("^S)^p('"S)' 

Quant à la valeur de z, elle est fournie par (8), savoir 



On parviendra à Téquation difTérentielie à laquelle satisfait \ en portant ces 
valeurs dans la troisième des équations (I). Cette substitution ne présente aucune 
difficulté si Ton fait usage de la valeur (7) de [Ji, qui, par Tinlroduction de X, 
prend la forme 



(12) a: 



px{y^-\- 5*) 



(fk I . d}.^ \ 



et si Ton porte cette valeur dans la première des équations (4), savoir 

dy X z 2X5' 



ds p Z px{y^-\- z^) 

C'est dans cette dernière équation que Ton remplacera ^,JK> ^ P^i* leurs valeurs 
en fonction de \, 

On trouve ainsi que Téqualion différentielle cherchée est 

if. dk^y cfk / . dl^Wdo/ dn\ d^l] . ,/ d^Y 

\ i^^- d?) -^p-^7(^^- 5^JU V- d^)-^dF\^'^p y- d?) 

('3) I ^ 

P dx / . di^\ /. di^ ,/ dny ,,, 

Comme on devait s'y attendre, l'équation différentielle dont dépend la résolu- 
tion du système (I), et, par suite, la solution du problème proposé, est du troisième 
ordre. Donc, p et t étant des fonctions connues de 5, puisque la courbe (O) est 



(*) L'inconnue de J.-A. Serret {loc. clt,, p. 38) est le rayon de courbure /îX de la 
courbe (M). L'équation à laquelle il parvient est encore plus compliquée que (i3y. 
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donnée, Tinlëgrale générale contiendra trois conslanles arbitraires. Une fois la 
valeur de X connue, les formules (9), (10) et (i 1) fourniit)nt celles de x^ y^ z. 

Je dis maintenant que, si la courbe (O) est gauche, une seule courbe (M) 
correspond à chaque détermination de \, 

Car les équations (9) et (10) donnent, sans ambiguïté, x Ql y et, d'autre pari, 
le signe du radical qui représente la valeur (11) de :; est fixé par Téquation diflo- 
rentielle (i3) elle-même. 

Au contraire, si la courbe est plane, la torsion - est identiquement nulle, le 

second membre disparaît, et Téquation dilTérentielle prenant la forme plus 
simple 

/ , d>^y (ù. ( , (n}\\dù( dn\ dni . ,/ d^iy 

on voit que les deux valeurs du radical conviennent. A toute détermination deX, 
correspondent, dans ce cas, deux courbes (M) symétriques par rapport au plan 
(le la courbe (O), comme cela doit être. 

5. L'équation différentielle (i3) admet, dans tous les cas, la solution de 
l'équation 

^^-^==^' 
à laquelle on peut satisfaire, soit en faisant 

2'k — (s — ay, 
a désignant une constante arbitraire, soit par la solution singulière 

X = o. 

Considérons d'abord la première, d'où l'on déduit 

d>. 

-7- =s — a, 

ds 

d*l 

On voit que cette solution vérifie (i3), puisque, par la substitution, tous les 
termes s'annulent. A cette solution correspondent les valeurs 

y—z=zo, 

X =:z a — 5. 
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Je dis que. sauf le cas où la courbe 1 O • est plane, la solution précédente est 
élraoçère au problème proposé et doit être rejetée r • •. 

On est placé eflecti\emenl dans Tun des cas expressément réservé^. sa\oirc^liii 
où les valeurs ^v et z sont nulles en même temps, el dans Ies«]uels il faut revenir 
aux équations primitives. Or les équations ' 1) et < 2 • s^.mt Lien vérillées. mais Id 
condition d'orthogonalité \i * devenant 






• ^ 



on doit avoir, soit 



auquel cas « O » est une li^ne droite. s*'»it 



I 

- =^ o. 



auquel cas cette courbe est plane. 

Si Ton suppose d'abord que • O • ^oit une li;zne droite, la courbure - est nulle. 
et Téquation « i\ donnant 



dx 

— 1 = 0, 

on a 



a désignant une constante. La courbe M est donc dan<^ un plan tiiLe perpendicu- 
lairement à la droite ' O • au p^jint A de celte droite dont U distance, à rorisim- 
des arcs, est é^le à a. D'autre part, i équation * \ » devieift 



</> dz 

c'est-à-dire 



- </* " d% 






d 

d*où l'on déduit 

r* — r' = ronst. 



La courbe • M * dont le lieu de* centres de courbure e*l la dr^itr d-«nné*r fO 
est. comme je l'ai annoncé au début, un cercle quelconque *ir*ui le |<:<in ^<x j-r-f. 
pendiculaire à cette droite et dont le centre a|*partîent â U •Ir'.tit'r c>*n'^)Jérèr. 

Si Ton suppose, en second lieu, que O . s*>it une r Murh-,* plane. - 1 tn e \ :\^i: 



<■; Cette remarqae *e tT»*u\^ «Jin* Srrr-î-t i^c. rit., y. ,*, . 
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nulle et la solulion ohleniie convienl, puisqu'elle fournit visiblement les déve- 
loppantes de (O). 

Ainsi la solution 2\ = (s — a)'^, déduite de ré(|uation 

convient lorsque la courbe est plane et ne convient que dans ce cas. 

On pouvait le prévoir sans calcul, attendu que le point M fourni par cette solu- 
lion est situé constamment sur la tangente à (O) et, par suite, la courbe (M), 
lieu de ce point, est une développante de (O). Or on sait que la développée 
d'une courbe n'est le lieu de ses centres de courbure que si la courbe est plane, 
auquel cas la développée est pareillement plane. 

6. 11 reste maintenant à étudier la solution X = o, d'où Ton déduit, à l'aide 

^le (9), 

X := o, 

puis de (10), 

y = p, 

et ensuite de (i 1), 



z ^=zn 01, 



La courbe correspondante est imaginaire, mais elle n'en est pas moins utile à 
considérer. 

On voit immédiatement que les valeurs obtenues vérifient les conditions écrites 
en premier lieu, savoir (1), (2), (3). Cette courbe particulière satisfait donc aux 
conditions du problème. 

Au point O de (O) correspondent deux points (o et w', situés sur la droite 

uolaire de (O) en O et sur les droites isotropes issues de O dans le plan normal 

à (O ) en ce point. Les tangentes en w et o)' aux courbes (w) et (w') décrites par 

ces points, quand O parcourt (O), sont les droites 0(o et Oco' elles-mêmes; car, 

on vertu des relations vérifiées, 

A = o, 

B K -+- C c m o, 

les équations de l'une quelconque de ces tangentes sont 



ou 



x = 


= 0, 


X 

n 


z 

c 




z 

7 
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Pour la langenle au point (o(j? = o, y = p, 5 = p / ), les équations sont 

X =:0, 
Z = -^Y=:^Y, 

z 

ce qui prouve que cette tangente se confond avec Ow. On vérifierait, de la même 
manière, que la tangente à (w') en w' est Oco'. 

11 résulte de là que les courbes (w) et (co') correspondant à la solution X = o sont 
les développées isotropes de la courbe donnée (O), car d'abord leurs tangentes 
sont isotropes et, en second lieu, ces tangentes sont normales à (O), puisqu'elles 
rencontrent (O) et sont contenues dans les plans normaux de cette courbe aux 
points de rencontre. 

Les développées isotropes de la courbe (O) sont aussi les arêtes de rebrous 
sèment des développables isotropes passant par cette courbe. 

Voici comment on peut établir, par la périmorphie, cette propriété générale 
des courbes. 

La développable isotrope d'une courbe (O) est l'enveloppe des plans isotropes 
menés par les tangentes de cette courbe. 

Or, l'équation instantanée d'un plan isotrope passant par la tangente Ox à (O ) 

au point O étant 

Z^iY = o, 

la caractéristique de ce plan résultera de son intersection avec le plan représenté 

par Téquation 

ÔZ-iôYi=:o, 

qui, par l'application des formules générales, devient 



T AT P/ ^ 



ou 

P '' 
Cette caractéristique est donc représentée par les équations 

X = 0, 
Z-/Y = o, 

ce qui prouve qu'elle se confond avec l'une des normales isotropes de (O), 
c'est-à-dire avec l'une des droites Ow ou Oto'. L'arête de rebroussement de la 
développable isotrope complète qui passe par (O) est donc formée de l'ensemble 
des courbes (w) et (w'), développées isotropes de (O). 

Fac. de T.^ 2* S.. I. 12 
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Kri résumé, la solution A = o fournit, pour (M), les développées isotropes 
rie (O) ou, ce qui revient au même, les arêtes de rebroussement des développables 
isotropes qui passent par (O). 

III. — Interprétations géométriques. 

7. L^ntégration de Téquation (i3) ne pouvant s'effectuer tant qu*on ne par- 
ticularise pas les fonctions o et t de 5, je me bornerai, en restant toujours dans 
le.H généralités, à donner quelques interprétations géométriques qui feront con- 
naitro un certain nombre de propriétés des courbes (M) correspondant à une 
même courbe {O), 

La première de ces interprétations est déduite de la signiGcation de A. Elle 
conduit, comme on va le voir, à une construction géométrique de la courbe (M) 
et i\ la formation de ses équations dans un système d'axes fixes, quand on sup- 
pose connue la détermination de X qui lui correspond. On j parvient eu met- 
tant d'abord de coté la troisième condition, pour ne retenir que les deux pre- 
mières, qui expriment que la droite polaire de (M) en M passe par O. Ceci 
posé, on a le théorème suivant : 

Etant données deux courbes ^O) et (SI) dont tes points se correspondent 
deux ik deux, pour que la droite polaire de (M), en l'un quelconque M 
de ses points, passe constamment par le point correspondant O de (O), il 
faut et il sujfit que \^yi) soit i arête de rebroussement d'une surface enve- 
loppe de sphères tirant pour centres les points de (O). 

Eu eOet, la courbe \^0 ) étant prise pour une courbe de référence, réquation 
instantauêe d*une sphère avant pour centre le point (O) de O est 

ou désignant par jX le carrô du ravon qui, pour le moment, est une fonction 
«Arbitraire de 5. 

Le cercle de courbure, qui est la caractéristique de celte sphère, résulte de 
sou iuter^ection avec la surface représentée par Téquation 

\q\-YoV-ZoZ = <A. 

viui devient celle d*uu plan perpendiculaire à Ox, savoir : 

L'Ar^tr de r«brvu$:»eiuent. enveloppe de la caractéristique, est le lie« des poînts 
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dont les coordonnées satisfont aux équations (14)9 (1^) ^^ ^ ^^ suivante 
ou 

(16) I =— -r-r- 

p a.v* 

La comparaison des équations (1 4), (i5), (16) avec les équations (8), (9), (10), 
qui expriment que la droite polaire de (iM) en M passe par O, établit la propo- 
sition, puisque les valeurs que Ton déduit des deux systèmes, pour les coordon- 
nées inconnues, sont les mêmes. 

Il est utile de remarquer que les coordonnées instantanées du point mobile 
de Taréte de rebroussement sont indépendantes de la torsion de la courbe lieu 
des centres, et ne dépendent que de la courbure de cette courbe. Donc, si Ton 
déforme la courbe (O) en une autre courbe (0|) correspondant à la première 
par égalité des arcs et des rayons de courbure, les coordonnées instantanées des 
points des arêtes de rebroussement de deux surfaces enveloppes de sphères ayant 
les mêmes rayons et pour centres les points correspondants de (O) et de (0|) 
seront identiques. 

Ceci posé, la solution du problème qui fait Tobjet de la présente étude exige 
que la valeur de X, au lieu d'être prise arbitrairement, satisfasse à Féquation (i3) 
obtenue en adjoignant la troisième condition aux deux premières. Elle exprime, 
comme on sait, que la droite polaire de (M) en M est perpendiculaire à OM. 
Cela revient à dire que, en tout point de la courbe (M), le plan osculatcur passe 
par le centre de la sphère correspondante; que, dès lors, ce plan osculateur est 
normal à la sphère et, par suite, à la surface enveloppe; ou, enfin, que la courbe 
(M), arête de rebroussement de Tenveloppe, est une de ses lignes géodésiques. 
On peut donc énoncer la propositionsuivante : 

Les courbes (M) qui admettent une ligne donnée (O) pour lieu de leurs 
centres de courbure sont les arêtes de rebroussement des sur/aces enveloppes 

de sphères ayant pour centres les points de (O) et dont les rayons y'a A son/ 
déterminés par l'équation différentielle (i3), qui exprime aussi que les 
courbes (M) sont des géodésiques de ces sur/aces enveloppes. 

Chacune des arêtes de rebroussement est formée de deux branches dont lc< 
points sont symétriquement placés, deux à deux, par rapport aux plans oscula- 
teurs de(0). D'après ce qui a été dit au n" 4, une seule de ces branches est une 
courbe (M) proprement dite, excepté lorsque la courbe (O) est plane, auquel 
cas les deux branches répondent à la question. 

Lorsque la valeur de ). est connue, Ténoncé précédent fournit évidemment une 



92 V. ROUQUET. 

conslruclion géométrique de la courbe (M), ainsi que le moyen de trouver ^es 
équations dans un système d^axes fixes. 

8. D'autres interprétations géométriques peuvent se déduire de la considéra- 
tion de Finconnue auxiliaire [x et donnent, en même temps, les éléments de cour- 
bure de (M). 

Soient rfS Télémenl linéaire de (M), R et T les rayons de courbure et de torsion 
de cette courbe. On aura d'abord 

rfS»= AX*-}- AY*-h AZ«= ( A*H- B«H- C«) dsK 

Conséquemment, puisque la valeur de A est nulle et que celles de B et de C sont 
respectivement égales à [jl^ et — [xj^, on aura 

ou 

(17) ciS = ii\/y'-{-z^ds= ^^f=ds. 

Soit P le pied de la perpendiculaire abaissée de M sur la tangente O^ à (O). 
On a 

MP = v/j* ■+■ -5*. 

De plus, si Ton désigne par de Tangle infiniment petit MPM', on a, puisque 
l'élément MM' est, en direction, perpendiculaire à O^, 

de— — - ^^ 
Il vient donc, finalement, 

(18) de=:ixds 

pour la mesure de l'angle dont il suffit de faire tourner le point M autour de Ox 
afin de l'amener en coïncidence avec le point infiniment voisin M'. 

La courbe (M), qui correspond à une certaine détermination de X, est ainsi 
engendrée par une suite de rotations infiniment petites et successives autour des 
diverses tangentes de (O), la grandeur de chaque rotation étant fournie par la 
formule (18). 

11 s'agit maintenant de trouver R et T. D'abord on a 

(19) R=:V/^. 

D*autre part, afin de déterminer T, prenons la courbe (M) pour courbe de 
référence. Le point O, centre de courbure de (M) en M, aura pour coordonnées 
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instantanées ^ = 0, ^ = R, 3 = 0. Par suite, les projections du déplacement 
infiniment petit de O sur les axes mobiles, qui sont les arêtes du tricdrc fonda- 
mental de (M) en M, seront données par les formules 

Ade0h^=^^' 
On aura donc, ds étant l'élément d'arc de (O), 



d'où l'on déduira 



R' r/R> R* 



T* rfS> I 



D'ailleurs, 



R* ■" ds' _ ç[R* 
' ds* 

dJ\ d / /— ^-\ ds 

Substituant et remarquant que 

. dk* . . 

on trouve, après des réductions faciles, la formule définitive 
(19) T = 2X|x = R>, 

d'où l'on tire la conclusion suivante : 

L'inconnue auxiliaire \k représente le rapport du rayon de torsion de (M) 
au carré du rayon de courbure de cette courbe, 

9. Aux considérations précédentes qui fournissent diverses significations géo- 
métriques de [X, j'ajouterai encore ce qui suit : 

Les deux premières des conditions exprimées au n** 2 conduisent aux équa- 
tions 

A=:o, 

qui, par l'introduction de l'inconnue auxiliaire [x, égale à la valeur commune des 
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B r 

rapports — et -9 donnent le système 

z y 

dx 
lis 



f)=°- 



(20) 



Si Ton pose 



dv ^ I ï \ 



(ai) --zzr/x-i-- 



»l 



ces équations deviennent 

-7- -h I — *^ = o , 
a.ç p 

/ X i dy X z 

-7- H =0, 

ds p 

et, sous cette nouvelle forme, elles expriment que le point A, dont les cordonnées 
sont x^y^ c, par rapport au trièdrc fondamental d'une courbe (0|), ayant même 
élément linéaire que (O) et pour éléments de courbure p et T|, est un point fixe 
dans Tespace, puisque les projections de son déplacement sont constamment 
nulles. Or les équations (20) expriment que la droite polaire de (M), en chacun 
de ses points, passe par le point correspondant O de (O), ou bien encore (n® 7), 
que (M) est Taréle de rebroussement d'une surface enveloppe de sphères dont les 
centres sont les points de (O). Il résulte de ce qui précède qu'une pareille courbe 
étant donnée on peut construire une courbe (Oi ) correspondant à (O) par éga- 
lité des arcs et des rayons de courbure^ telle que le point qui, par rapport au 
irièdre fondamental de (Oi), a les mêmes coordonnées que le point de la courbe 
(M) considérée, par rapport au trièdre fondamental de (O), soit fixe dans l'es- 
pace ( * ). 

La réciproque est vraie, car les équations (2'>-) peuvent être écrites sous la 
forme (20), en posant 

(2:^) /x~i--i, 

et Ton voit que le point qui, par rapport au trièdre fondamental d'une courbe (O), 
a les mêmes coordonnées qu'un point fixe arbitraire A par rapport au trièdre fon- 



) On peut rapprocher ce résultat d'une remarque faîte au n<> 7. 
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damental d'une courbe (0|) correspondant à la première par égalité des arcs et 
rayons de courbure, décrit une courbe dont la droite polaire, en chacun de ses 
points, passe par le point correspondant de (O). 

Les courbes (M) qui répondent au problème proposé sont des cas particuliers 
de celles dont on vient de parler. Pour ces courbes (M), la fonction a a une va- 
leur déterminée par la formule (7). Il résulte de là cette proposition : 

A chaque courbe (M) ayant pour lieu de ses centres de courbure une 
courbe (O), on peut faire correspondre une courbe (0|) correspondant aussi 
à (O) par égalité des arcs et des rayons de courbure, telle que le point A, dont 
les coordonnées par rapport au trièdre fondamental de (0|) sont les valeurs 
de Xj y^ z données par les formules (9), (10) et (i i), reste fixe dans Vespace, 
quand le sommet du trièdre décrit (Oi). Les sphères décrites des points de 
(O,) comme centres, a^^ec des rayons égaux aux valeurs correspondantes de 

)Ji\ passent par ce point fixe A, qui est ainsi l'une des branches de l^aréte 
de rebroussement de la surface enveloppe de ces sphères (* ). 

10. On peut, sans intégrer Téquation dilTérentielle (i3) qui régit le problème, 
se rendre compte de la distribution, dans l'espace, des courbes (M) qui admettent 
une courbe donnée (O) pour lieu de leurs centres de courbure. Je remarque 
d'abord que la présence de trois constantes arbitraires dans l'intégrale générale 
de cette équation montre qu'il existe une 00' courbes (M) et que ces courbes 
remplissent l'espace en y formant un complexe, puisque celles d'entre elles qui 
passent par un point donné dépendent d'un seul paramètre et forment, dès lors, 
une surface. Toutefois il est nécessaire d'approfondir la recherche des courbes 
(M) qui passent par un point donné, et c'est ce que je me propose de faire au 
moyen des équations différentielles du système (I) que j'écris sous la forme 

Au point donné M faisons correspondre un point déterminé, d'ailleurs quel- 
conque, O de (O), ce qui signifie que O est le centre de courbure en M de la 
courbe cherchée. Les coordonnées instantanées x^ y^ z de M par rapport au 
trièdre fondamental de (O) en O sont connues, et il s'agit de calculer les variations 

(*) On retrouvera plus loin les courbes {Ox){yoir n** 15). 
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de ces coordonnées quand le poînl O vient occuper, sur(O), la position infiniment 
voisine O', telle que 00' ^=^5. Ce calcul fera connaître le point M' infiniment 
voisin de M sur la courbe cherchée, c'est-à-dire l'élément d'arc de celte courbe. 
En répétant ensuite cette opération de proche en proche, on obtiendra la courbe 
demandée par une construction infinitésimale. 

Dans le système (!'), x^y^ z ont des valeurs données et les inconnues sont 

-7-, -f-, -^ d'où l'on tirera ensuite dx. dvy dz. Le déterminant de ces équations 

ds ds ds ' "^ ^ 

du premier degré est — {y^ -h z'^). Il s'annule, quand M est réel, seulement dans 
le cas 011 les valeurs de jk et de z sont simultanément nulles, et, quand le point M 
est imaginaire, lorsqu'on a 

ce qui signifie que le point M appartient aux plans isotropes menés par la tan- 
gente Ox à (O). 

En supposant d'abord que le point donné M soit réel, on n'aura que deux cas à 
examiner. 

Premier cas, — Le point M n'est pas situé sur la tangente O^; en d'autres 
termes, les coordonnées^ et z ne sont pas nulles à la fois. Les équations du sys- 
tème (F) fournissent alors un système de valeurs, et un seul, pour les trois déri- 
vées. Les difllérentielles dx^ dy^ dz seront complètement déterminées, et il en 
sera de même du point M' infiniment voisin de M, attendu que ses coordon- 
nées X ^- dx^y -h dy^ z -+- dz^ par rapport au trièdre fondamental de (O) en G', 
sont connues sans ambiguïté. 11 est donc établi que, dans le cas examiné, l'élé- 
ment d'arc de la courbe (M) qui satisfait à la condition de passer par le point M, 
considéré comme le correspondant du point O, est complètement déterminé. 
C'est d'ailleurs ce que l'on peut voir, d'une autre manière^ en se rappelant (n** 8) 
que la rotation infiniment petite, autour de Ox^ qui amène M en M', a pour va- 
leur \kds et en remarquant que, dans le cas actuel, |jl a une valeur finie et déter- 
minée. 

Deuxième cas. — Le point M est situé sur la tangente Ox^ c'est-à-dire 
y = ^ = o. Les deux dernières équations du système (F) sont des identités, en 
sorte qu'il reste une seule équation, d'où Ton lire 

dx = — dsj 

et qui exprime que la tangente à (M) en M est perpendiculaire à Ojc, puisque la 
quantité désignée par A est nulle. 

On peut donc prendre arbitrairement la direction de l'élément MM', à condi- 
tion cependant que cette direction soit perpendiculaire à O^. Je me propose 



RECHERCHE DES COIRBES DONT LE LIEU DES CENTRES DE COURBURE, ETC. 97 

d'élablir que, celle direclion étanl choisie conformément à la condition précé- 
dente, l'élément MM' est déterminé. 

Cela résulte de la formule générale qui fait connaître Tare infiniment petit 
de (M), savoir: 

On doit supposer ici que^ et z lendenl vers zéro, de manière que leur rapport 
ait une limite égale à la tangente de l'angle que fait, avec Os, la perpendicu- 
laire MP abaissée de M sur Ox, Or celle droite MP est perpendiculaire à la 
tangente MM' à l'élément. Donc, si Ton désigne par ^ l'angle que fait, avec Os, 
la tangente considérée, qui, de même que MP, est parallèle au plan^Os, on aura 



et, par suite, 



lim ,...1 ■ = sin '1» 

V7* -^'-' 



r/S =: — sinvL<f.ç, 

P 



ce qui démonlrc la proposition. 

Ainsi, lorsque le point M est situé sur la droite Ox, il cxisle une infinité de 
courbes (jM) satisfaisant aux conditions données. Toutes ces courbes ont, en M, 
leurs tangentes perpendiculaires à Ojc, et à chaque tangenle ne correspond qu'un 
seul élément d'arc. 

On doit observer que le cas dont ou vient de s'occuper ne peut se présenter 
que lorsque le point M appartient à la développable ajant (O) pour arête de 
rebroussement, et que je désignerai par (D). Ceci posé, on est conduit, pour la 
suite de la discussion, à envisager seulement deux h^'polhèses. 

1. Je supposerai d'abord que le point M n'appartient pas à (D). Je vais dé- 
montrer qu'alors il existe une seule courbe (M) passant par le point M considéré 
comme le correspondant d'un point O de (O) choisi à volonté. 

Car, on vient de prouver que le point M' infiniment voisin de M sur la courbe 
cherchée est complètement déterminé. A. son tour, le point M' déterminera le 
point infiniment voisin M'', qui correspond au point 0"de (O), tel que 0'0"= r/5, 
et ainsi de suite. 

D'ailleurs, il ne pourrait y avoir exception que si l'un des points obtenus Ma se 
trouvait sur la tangente au point correspondant O^ de (O). Mais, encore dans ce 
cas, le point consécutif Ma^i est déterminé, puisque la tangente en M>t l'est elle- 
même. 

Si, maintenant, on change le point de (O) qui correspond à M, on trouve une 
autre courbe évidemment distincte de la première, il en résulte, conformément à 
ce qui avait été dit en commençant, que par (out point M n'appartenant pas a ( D), 
Fac. de T., 2- S., I l3 
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passent une infinité de courbes (M) dont le lîeti est une surface (S), puisque cha- \ 
cune de ces combes correspond r un poinl d'une courbe donnée. On voit immé- 
dialement que les tangentes en M n toutes les courbes (M) qui passent par ce I 
point sont les génératrices dit coiie supplémentaire (K) de celui qui, avant M ^ 
|)onr sommet, passe par (O). On peut dire aussi que le cûne (K) est le cane lan- 
gent en M h la surface (S) formée par les courbes(iM) du complexe, qui passent 
par ce point. 

II. En second lieu, je supposerai que le poinl M appartient à (D). Si le point O \ 
iju'on l'ait correspondre à M n'est pas situé sur la génératrice de (D) qnî con- ! 
lient M, la coitrbe (M) est complètement déterminée, comme on le voit en repre- 
nant le raisonnement fait précédemment. Les difierenls points de (O) considérés i 
successivement comme les correspondants de M fournissent ainsi des courbes (M) 
distinctes entre elles et dont le lieu est une surface (S) analogue à celle 
général {'). Mais, dans le cas présent, il ^ a une infinité d'autres courbes (M) qui 
sont relatives au point de contact avec (O) de la géuérutrlce de (D) qui con- 
tient M. Ces nouvelles courbes appartiennent à une surface (S) qui est tangente 
en M au plan mené par ce point perpendiculairement à la génératrice considérée 
de (D). Ou peut donc dire que, pour les points de la déveioppable (D), ta surface 
du complexe est formée des surfaces (S) et (2). 

Mais il j a plus, car je me propose de faire voir que ces surfaces (S) et (S) ont 
en commun une courbe (M). 

En elTet, lorsque le point O' de (O) que l'on fait correspondre à M se rap- ' 
proche dn point de contact O de la tangente de (O) sur laquelle est situé M, la 
courbe (M) ainsi obtenue appartient toujours à la surface générale (S) et admet 



pour tanger 



en M la 



perpendiculaire au plan MO'x'. A la limite, c'est-à-dire 
lorsque le point O' se confond avec O, la courbe limite (M) a pour tangente en M 
la perpendiculaire élevée de ce point sur le plan limite de M O'^ qui est le pian 
oscutateur en O à (O). D'autre part, cette courbe limite appartient à (2), puisque | 
le point que l'on fait correspondre à M est O. Les surfaces (S) et (2) ont donc 
une courbe (M) commune. Il en résulte que, lorsque le point M est sur (D), la 
surface du complesc admet une ligne double commune aux deux snrfaces (S) et 
^S) dont elle se compose. (D) est donc une nappe de la surface des singularités ' 
du complexe, et même la seule, quand on se borne aux cléments réels. ' 

11. Il reste à considérer le cas dans lequel le point M est imaginaire, afin de 
compléter la discussion précédente et de connaître en totalité la furface des sin- 
gularités du complexe que forment les courbes (M). 



(') Toutefois, 
du cas ginér»!. 



>i la courbe (0) esl alg^Lriquc \e cùne (K) est de deg 
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En premier lieu, si les coordonnées de M par rapport au Irièdre fondamental 
de (O) au point O correspondant à M n'annulent pas l'expression ^^-f-s^, 
Télément d'arc MM' est déterminé, en mettant de côté le cas discuté, et dont les 
conclusions s'appliquent aux points imaginaires, où M est sur (D). Je supposerai 
donc que j'^-h z^ a une valeur nulle, c'est-à-dire que le point M appartient à l'un 
des plans isotropes passant par Ox, par exemple à celui que représente l'équation 

z = if. 

Les équations du système (F) deviennent alors 

dx y 

ds p ' 

/dy .dz\ ùcy 

-^yds ds ) ~ p ' 

/My dz\ 
^\'^^d^)=^' 

Or on peut supposer^ ^ o, sans quoi l'on aurait ai^ssi z = o^ et l'on retombe- 
rait sur le cas, précédemment examiné, où le point M est situé sur Ox, La der- 
nière équation donne donc 

dz .dy 

ds ds 
et la précédente entraine la condition préalable 

car le premier membre -^ ~^';7" = — ' ( ' Ty 7~ ) ^^"^ '^ valeur est nulle. 

Ceci nous montre, en particulier, que les courbes (M) ne peuvent pénétrer dans 
les plans isotropes menés par les tangentes de (O) que par les normales isotropes 
de cette courbe. 

Si celte condition est satisfaite, les deux dernières équations se réduisent à une 
seule. Il j a donc une infinité d'éléments d'arc pour la courbe (M) passant par le 
point considéré, c'est-à-dire une infinité de courbes (M) répondant à la question. 

Je dis que toutes ces courbes (M) sont tangentes à celle des normales iso- 
tropes Oiii ou Oit)' qui contient le point M. 

En effet, la quantité désignée par Â étant nulle, les équations de la tangente 
en M à une courbe (M) sont, en supposant, pour fixer les idées, z = iy, 

X = 0, 

z B ds T ds T . 

ds T ds T 
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Chacune de ces.coiirbcs (M) sera déterminée si Ton se donne l'une des variations 
dy ou dz^ ou bien une condition géomélrique déterminant cette variation : telle, 
par exemple, que le plan osculatcur de la courbe au point M. 

La circonstance à laquelle se rapporte le cas particulier que Ton vient d'examiner 
ne peut se présenter que si le point M est situé sur la développable isotrope con- 
tenant la courbe (O) et que je désignerai par (A). On n'aura donc, comme dans 
le cas où M est réel, que deux hypothèses à envisager, le cas, déjà traité, où M 
appartient à (D) étant mis de côté. 

Si le point M n'est pas situé sur (A), il n'existe qu'une seule courbe (M) passant 
par ce point considéré comme le correspondant d'un point donné quelconque O 
de (O). Car, le premier élément MM' est déterminé, et il en est de même des autres 
éléments consécutifs, puisque le seul cas où il pourrait y avoir exception est celui 
dans lequel un des points Ma appartiendrait à l'une des normales isotropes au point 
correspondant Oa de (O). Mais, dans ce cas, d'après une remarque faite ci-dessus, 
le point consécutif Ma+i serait encore déterminé puis(|ue l'on connaît en Ma le 
plan osculatcur de la courbe qui, par continuité, se déduit du plan osculateur au 
|)oint Ma_i, ou bien encone la variation de l'une des coordonnées^ ou z. I^e lieu 
des courbes (M) passant par le point M se réduit k une surface (S) analogue à celle 
cpie l'on a déjà obtenue. 

Si le point M appartient à (A), les courbes (M), qui passent par ce point consi- 
déré comme le correspondant des points de (O ) autres que le point O qui est situé 
sur la génératrice de (A) contenant M, sont déterminées, ainsi qu'on le reconnaît 
aisément en reprenant le raisonnement fait pour le cas précédent. Le lieu de toutes 
ces courbes est une surface (S). Mais, outre ces courbes, il y en a une infinité 
d'autres (jui touchent en M la génératrice de A sur laquelle ce point est situé, et 
qui ont, par suite, pour lieu une surface B tangente à la génératrice considérée. 

On démontrerait, comme on l'a fait pour les surfaces (S) et (S), que les 
surfaces (S) et (6) ont en commun une courbe (M) qui est, par suite, une ligne 
double de la surface du complexe relative à un point M de A. 

Donc, la surface des singularités du complexe formé par les courbes (M) 
dont le lieu des centres de courbure est une courbe (O) est composée de la 
dé\'eloppable dont (O) est V arête de rebrou ssement et de la déi^eloppahle iso- 
trope passant par cette courbe, 

C'ùT ce n'est que dans le cas où le point M est sur Tune des développables que 
la surface du complexe ollre une ligne double autre que celles qui proviennent 
des points doubles de (O) et qui appartiennent à toutes les surfaces (S). 

12. Je terminerai cet exposé par des considérations de Géométrie pure qui, non 
seulement fourniront de nouvelles transformations du problème proposé, mais 
encore montreront les relations qui l'unissent à la théorie des lignes de longueur 
nulle ou lignes minimaet, partant, à celle des surfaces minima. Ce rapprochement 
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m'a été suggéré principalement par la lecture du beau Mémoire que Ribaucour a 
présenté à l'Académie de Belgique, et dans lequel ce profond et regretté géomètre 
a donné un certain nombre de propriétés nouvelles des surfaces minima inscrites 
à la développable polaire d'une courbe suivant le lieu de ses centres de courbure. 
J'établirai directement ces propriétés, ce qui me permettra de déliiiir, d'une façon 



s courbes (O) 



plus précise, le rôle des courbes (O, ) qui correspondent à la fois 
et{M), comme on l'a vu au n" 9. 

Soient (M) une courbe dont le lieu des centres de courbure est la courbe 
donnée (O), (H) la développable polaire de (M), et (A) l'aréle de rebroussement 
de (H). Déroulons (H) sur un plan, en supposant que les points de (M) soient 
entraînés dans les plans tangents de (H) qui leur correspondent, lorsque ces plans 
tournent successivement autour de leurs génératrices de contact. On Hait que, dans 
ce déroulement, tous les points de (M) coïncident avec un point Gic m, qui est U- 
point de concours des droites dans lesquelles se transforment les développées de 
(M). On en déduit que la courbe (O) se transforme en une courbe (o) qui est la 
podaire de m, par rapport à la transformée {a) de l'arête de rebroussement (A). 



D'ailleurs, les perpei 



ndiculairï 



abaissées de m sur les tangentes de (a) qui 



nt les transformées des génératrices de (H), sont égales aus rayons de courbure 
MO de M. 

Inversement, si Ton peut construire une développable (H) passanl par \h 
courbe (O), telle qu'après le déroulement de cette développable sur un plan la 
transformée (o) de (O) soit la podaire d'un point fixe nt, par rapport à la trans- 
formée (a) de l'aréle de rebroussement de H, il est manifeste que le lien décrit 
par le point ni, quand on reconstitue la développable el que l'on suppose le point m 
entraîné dans les différents plans tangents, est une courbe (M), normale à ces 
plans, dont (H) est la surface polaire et qui admet (0) pour lieu de ses contres i\p 
courbure. 

On déduit de là une première transformation, sur laquelle il est irnilile d'iji- 
sisler, de l'énoncé du problème. 



13. Reprenons maintenant lu surface (II), développable polaire de (M), ainsi 
que son rabattement sur un plan, et portons notre attention sur l'ensemble des 
perpendiculaires mo aux tangentes de (a). Faisons tourner de 90° le système de 
ces droites autour de m dans le pl.in de transformation. La courbe (o) sera rem- 
placée par une courbe (r/) égale à la première, mais dont les tangentes seronl 
perpendiculaires aux tangentes correspondantes de (o), pendant que les droites ntn 
sont devenues parallèles à ces mêmes tangentes. Toutes les développables, dont 
les génératrices ont pour transformées les droites rnv', sont des cônes auxquels on 
peut donner pour sommet nu point quelconque A. 11 est clair que l'on pourra 
choisir l'un de ces cûnes de manière que ses plans tangents et ses génératrices 
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soient parallèles aux plans langents et aux génératrices de (H), puisque ce paral- 
lélisme existe dans le plan de transformation . Soient (H') ce cône particulier et (O') 
la courbe de ce cône dont {o') est la transformée sur le plan. 

Je dis que (O') correspond au lieu (O) des centres de courbure de (M), par 
égalité et orthogonalité des éléments linéaires, avec conservation dos rayons de 
courbure aux points correspondants. Ces propriétés ont lieu, en eOet, dans le 
plan de transformation et elles persisteront pour les développables (H) et (H'), 
parce que les rotations infiniment petites à l'aide desquelles on les reconstitue 
ont les mêmes valeurs et sont ellectuées autour d'axes parallèles. 

On remarquera, enfin, que les droites AC sont parallèles aux génératrices 
de (H), c'est-à-dire aux droites polaires de (M), et qu'elles sont égales aux rayons 
de courbure de cette courbe, puisqu'elles sont égales aux segments mo' et, par 
suite, aux segments MO. On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Le lieu des extrémités des segments qui, passant par un point fixe A, sont 
égaux aux rayons de courbure d*une courbe (M) et dirigés parallèlement 
aux droites polaires correspondantes de cette courbe est une courbe (O') 
qui correspond à la courbe (O), lieu des centres de courbure de (M), par 
égalité et orthogonalité des éléments linéaires^ ai'ec conservation des rayons 
fie courbure. De plus, les plans tangents au cône [A, (O')] sont parallèles 
aux plans tangents de la surface polaire de (M) et, par suite ^ aux tangentes 
de{0), 

14. Avant d'énoncer la réciproque, on doit observer que trois des quatre con- 
ditions auxquelles est assujettie la courbe (O') entraînent la quatrième. En con- 
séquence, je formulerai, comme il suit, celte proposition réciproque : 

Lorsqu'une courbe (O') correspond à une courbe {O) par égalité et ortho- 
gonalité des éléments linéaires, et que, de plus, les plans menés par les tan- 
gentes de (O') parallèlement aux tangentes de (O) passent par un point 
fixe A, les droites AO' sont parallèles aux droites polaires d*une courbe (M) 
admettant (O) pour lieu de ses centres de courbure. Cette courbe (M) elle- 
même est rune des branches de l'arête de rebroussement d'uie sur/ace en- 
Kcloppe de sphères ayant pour centres les points de (O) et pour rayons les 
longueurs des segments correspondants AO'. 

Pour le démontrer, menons par les tangentes de (O) des plans parallèles aux 
tangentes correspondantes de (O'). En vertu de l'hypothèse, ces plans sont 
parallèles aux plans tangents du cône [A, (O')] que je désignerai par (H'), et 
envelopperont une développable (II) contenant (O). 

Déroulons, sur un plan, les développables (H) et (H'). A cause du parallélisme 
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de leurs plans langents, on pourra faire le développement de manière que les 
transformées des génératrices soient parallèles deux à deux et, dans cette position, 
les transformées (o) et {o') des courbes (O) et (O') auront encore leurs éléments 
linéaires égaux et orthogonaux. Elles auront donc mêmes ra}ons de courbure aux 
points correspondants et seront, par suite, superpusables. Par une rotation de 90" 
eOectuée, dans le plan de transformation, autour d\in point convenablement 
choisi, on pourra faire coïncider ces deux courbes. Soit m la position qu^occupe 
le sommet du cône après la superposition de (o) et de (o'). Les transformées mo' 
des génératrices du cône (H') sont maintenant perpendiculaires aux transformées 
des génératrices de (H), ce qui signifie que (o) est la podaire du point m par 
rapport à Taréte de rebroussement de (H). On peut, dès lors, appliquer la réci- 
proque du n® 12, et dire que (H) est la développable polaire d'une courbe (M) 
admettant (O) pour lieu de ses centres de courbure. 

Cette courbe (M) est le lieu que décrit le proint m entraîné dans les plans tan- 
gents de H. Mais le théorème du n° 7 permet de l'obtenir autrement, puisque les 
rajons de courbure MO de (M) sont égaux aux segments mo' et, par suite, aux 
segments AO'. On parvient ainsi à établir la dernière partie de l'énoncé. 

Si, maintenant, l'on applique la proposition directe, il résulte encore de ce 
qui précède qu'en passant de la courbe (O) à la courbe (O') les rajons de cour- 
bure sont conservés. Telle est donc la propriété qui doit être regardée comme une 
conséquence des trois autres. 

lo. Ribaucour appelle contours conjugués ceux des courbes qui se corres- 
pondent par égalité et orthogonalité des éléments linéaires, et il en donne plu- 
sieurs exemples (loc. ait,, p. 1 11-118). Il résulte de ce qui précède que la re- 
cherche des courbes (M) qui ont pour lieu de leurs centres de courbure une 
courbe donnée (O) est ramenée à la recherche des courbes qui lui sont conjuguées 
et satisfont à cette condition complémentaire que, sur les deux développables (H) 
et (H') à plans tangents parallèles que l'on peut faire passer par les deux courbes, 
celle qui passe par la courbe cherchée soit un cône. Cette courbe conjuguée est 
alors une courbe (O'). 

Avant de poursuivre ces considérations, je dois revenir aux courbes (0»)du 
n* 9, afin de montrer leur identité avec les courbes (O') définies ci-dessus. 

On a vu, en eflet, qu'à toute courbe (M) correspond une courbe (0|), qui 
elle-même correspond à (O) par égalité des éléments linéaires et des rayons de 
courbure, telle que le point dont les coordonnées instantanées par rapport au 
trièdre fondamental de (0|) sont les mêmes que celles du point M par rapport au 
trièdre fondamental de (O), soit un point fixe A, d'où il résulte que les dis- 
lances AO sont égales aux rayons de courbure OM de (M). Cette courbe (0|) 
csl donc égale, ou égale à la symétrie près, à la courbe (O') que l'on déduit de (O) 
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au moyen de la même courbe (M), puisque leurs éléments linéaires et leurs 
rayons de courbure correspondants sont égaux, et que les dislances de leurs points 
correspondant à deux points fixes, que l'on peut supposer confondus, sont les 
mêmes, attendu que ces distances représentent, de part et d'autre, les rayons de 
courbure de (M). 

Ainsi les courbes (O') dont les contours sont conjugués de celui de (O) et 
satisfont, en même temps, à la condition complémentaire indiquée, ne sont autres 
(|ue les courbes (O,), en quelque sorte mises en place pour la construction des 
courbes (M). 

16. Voici maintenant de quelle manière s'introduisent les lignes de longueur 
nulles, ou lignes isotropes, ou lignes minima ainsi que les surfaces minima elles- 
mêmes. 

Keportons-nous encore au n^ 12. La courbe (o) étant la podaire du point m par 
rapport a la transformée (a) de l'arête de rebroussement de la surface polaire, 
il s'ensuit que les droites isotropes issues de m, dans le plan du rabattement, 
coupent cbacune des tangentes de (a) en deux points y et y' dont le milieu est le 
point o de (o), projection de m sur la tangente considérée. Après la reconstitu- 
tion de la dcveloppable, los lignes (y) et (y') se transforment en lignes minima 
ima;;inaires conjuguées (F), (F') de cette dévcloppable. Les milieux des couples 
de points siuiés sur les génératrices seront les points de (O), et ces courbes seront 
les développées isotropes de (M), car leurs tangentes se couperont toujours sur la 
courbe (M), dans laquelle se transforme le point /??, et formeront deux droites 
isotropes conjuguées dans cliacun des plans normaux de cette courbe. 

Il n'est pas moins évident que si, inversement, on construit une dévelop- 
pable (H) passant par (O), telle que deux de ses lignes isotropes imaginairement 
conjuguées (F), (F') se correspondent de façon que les points situés sur les mêmes 
génératrices soient toujours s>métri(juement placés par rapport aux points de(0), 
cette dévcloppable sera la surface polaire de la courbe (M), lieu du point de 
rencontre des tangentes aux deux lignes (F), (F') en leurs points correspondants, 
ci la courbe (O) sera le lieu des centres de courbure de la courbe (M). 

Le |)roblrnie proposé peut donc encore être transformé dans la reclierche des 
développables définies parla condition résultant de la proposition précédente, ou, 
ce qui est encore équivalent, dans la détermination des couples de lignes mi- 
nima (F), (V) imaginaires conjuguées, dont les points sont symétriques deux à 
deux par rapport aux points de (O), de façon que les tangentes en ces points se 
rencontrent, auquel cas le lieu de ces points de rencontre est l'une des courbes 
rhercbées (M). 

17. Ces courbes (F), (F') sont les lignes génératrices d'une surface minima (R), 
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lieu des milieux des cordes joignant les poinis de l'une des courbes aux poinU 
de l'autre. La courbe (O) apparlienl donc à (R). De plus, le plan langent à (R ), 
en un point quelconque de (O), esl, comme on sait, parallèle aux tangentes des 
courbes (T) et (F') aux poinis de ces lignes dont le milieu est le point considéré 
de (O). Ce plan tangent est, dès lors, confondu avec le plan tangent, au même 
point, de la surface polaire (H), puisque ces deux plans ont <leiix droites com- 
munes. De là résulte le théorème suivant donné par Bibaucour {/oc. cit., ]i. 5(i) : 

La sur/ace minima inscrite à la développabte polaire d'une courbe (M), 
suivant le lieu (O) de ses centres de courbure, a pour lignes minima généra- 
trices les développées isotropes de (M). 

Aux courbes (M) admettant une ligne (O) pour lieu de leurs centres de cour- 
bure, correspond ainsi une famille de surfaces minima (R) caractérisées par celte 
double condition de contenir (O) et d'avoir cbacune un couple de lignes minima 
gi'néralrices situées sur les développables qui leur sont circonscrites suivant celle 
ligne (O). 

Or toute surface minima (R) possède une surface minima adjointe {voir les 
/,e('on5 de M. Darbonx, t. 1. p. 3^2). On sait que deux de ces surfaces se corres- 
pondent par parallélisme des plans tangents, par égaliLé et orlhogonaitté des élé- 
ments linéaires. On sait, de plus, que deux surfaces minima passant par deux 
contours conjugui^s {n" 15) et inscrites, le long de ces contours, à deux dévelop- 
pables dont les plans tangents correspondants sont parallèles, sont adjointes l'iiiie 
de l'autre. 

Ceci posé, considérons la courbe (O) et l'une des courbes (O). Ces deux 
courbes se correspondent par égalité et orlbogonalilé des éléments linéaires. En 
outre, les développables à plans tangents parallèles qui les contiennent sont, 
d'une part, la développable polaire (H ) de (M) et, d'autre part, le cûuc{H')de 
sommet A. ConséqiiemmenL : 



La surface minima circonscrite ù (H) suivant (O) a pou. 
face minima circonscrite au cane ( H') suivant (O'}. 



■idjoint.- ta . 



On peut a 



r {loc. cit., p. y5), 



Les développables circonscrites aux surfaces (R') adjointes des surfni 
minima (R) ('), suivant les courbes (O'), sont des cônes. 

Ce qui précède montre quelle serait l'utilité de la considération des conioi. 



(') Ribaucour appelle ilatioïdei conjuguis deux surfaces minima adjointes lu 
l'autre. 

Fac. de T., y S., I. \ l\ 
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OU 

a cl b désignant des constantes. 

En supposant qu'il en soit ainsi, on aura 



z =: v/2 X — J?* — ^* z=^b — a*= k. 

La troisième équation du système (I) donne alors la condition cherchée 

T jr s -h a 

p s Ar ' 

puisque le premier membre de celte équation est nul. Celte équation exprime 
que, pour la courbe (O), le rapport des rayons de torsion et de courbure est une 
fonction linéaire de l'arc. 

Pour construire les courbes (O) qui satisfont à cette définition, concevons 
que, Tune de ces courbes étant donnée, on déroule, sur un plan, la développable 
enveloppe de son plan rectifiant. On sait que la caractéristique de ce plan passe 
par le point correspondant de (O) et fait, avec la tangente Ox en ce point, un 
angle 6 tel que 

tangO= -, 

P 

(1*011 il s'ensuit que, dans le cas présent, 

tàngd=—^ — 

D'autre part, dans le déroulement dont il est question ci-dessus, la courbe (O) 
se transforme en une droite L. 

La caractéristique du plan rectifiant au point O de (O) a donc pour transformée 
une droite passant par le point o de L qui correspond à O et qui se trouve, dès 
lors, à une distance s de celui qui correspond à l'origine des arcs. 

Dans le plan de transformation, prenons la droite L pour axe des x et, pour 
axe des ^, la perpendiculaire menée à cette droite par le point a, qui correspond 
à Torigine A des arcs de (O). 

L'équation de la droite transformée de la caractéristique du plan rectifiant 

de (O) en O, sera 

Z = (X — 5)tang0 

ou 

5 -h ûf 



Z = (X~5) 



• 
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On voit immédialemenl que, lorsque s varie, l'enveloppe de celle droile esl la 
parabole (p) représenlée parTéqualion 

(p) (X-ha)-=4A-Z. 

Celle parabole est langenle à Taxe des x, c'est-à-dire à L, en un point qui esl 
le sommet de la courbe et donl Tabsclssc est égale à — a. Le fojer de celle para- 
bole a pour coordonnées 

X ^= — rtr, Z=i A-, 

comme Ton s'en rend compte immédialemenl en remarquant que l'équation de la 

courbe peut s'écrire 

(X 4- a)»-^(Z - A-)' = (Z -^ ^)». 

De plus, si l'on suppose que tous les poinls de la courbe (M) [x = — (-^ 4- «)» 
;; = A, j' = o] soient successivemenl enlraînés dans les rolalions infiniment 
petiles auxquelles donne lieu le déroulement de la développable, tous ces poinls 
viennent coïncider avec le fojer F de la parabole (/?), car, dans celte hypothèse, 
les coordonnées instantanées d'un point de (M) ne changenl pas, de telle sorle 
qu'après le rabattement les coordonnées de m, par rapport aux axes fixes, sont 
X = — a^z = k^ comme celles du Ibjer F de (/>), qui esl dès lors la trans- 
formée de la courbe (M). 

inversemenl, si l'on considère, dans un plan, une parabole quelconque (/?), 
son foyer F, ainsi que l'ensemble de ses tangentes, et si, par des rotations succes- 
sives, on construit une développable donl les génératrices soient les transfor- 
mées de ces tangentes, la tangente au sommet, donl les difierenls poinls sont sup- 
posés enlraînés avec les tangentes auxquelles ils apparliennenl, sera transformée 

en une courbe (O), telle que le rapport - sera une fonction linéaire de l'arc, 
savoir : 



s -h a 

; > 



a désignant une longueur égale et de signe contraire à l'abscisse du sommet de 
la courbe, et k l'ordonnée du foyer. Cela résulte de ce que la transformée de la 
tangente au sommet est une géodésique de la développable et, par suite, une 
courbe dont les plans osculaleurs sont normaux à la développable ainsi formée. 
Les bi-normales de cette transformée sonl donc contenues dans les plans tangents 
de la développable et les génératrices de contact de ces plans tangents sont les 
caractéristiques des plans rectifiants de (O). 

D'autre part, le foyer de (/?), enlrainé dans les rotations successives, décrira 
une courbe telle que les coordonnées instantanées de l'un quelconque de ses 
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poinU, savoir : 

vérilîcront conslainment le sjslème (I). Celle courbe est donc, pour (O), une 
courbe (M) dont les poinls sonl silués dans les plans reclifianls de (O) aux poînls 
correspondanls. 

On peul résumer, dans Ténoncé suivanl, ces résullals, Irouvés par M. Piron- 
dini : 

I " Les courbes (O) telles que, en chacun de leurs points, le rapport du rayon 
fie torsion au rayon de courbure soit une fonction linéaire de l'arc, sont les 
transformées de la tangente au sommet dUine parabole (p) dans toute sur- 
face dé^eloppable dont les génératrices sont les transformées des tangentes 
de cette parabole, 

2'* La courbe que décrit le foyer de la parabole (p) entraîné dans les 
rotations successii^es qui amènent la construction de la développable est la 
courbe (M) la plus générale dont les points soient situés dans les plans rec- 
tifiants du lieu de ses centres de courbure, et ce dernier lieu est la courbe (O) 
transformée de la tangente au sommet de {p). 

Le raisonnemenl exposé à la (in du n° 12 conduil aussi à ces conclastons. 
La surface polaire de (M) est en effet, d'après l'énoncé, la surface rectifiante 
de (O). Il est clair, dès lors, que le point m auquel se réduit (M) dans le dérou- 
lement de celle développable sur un plan doit avoir pour podaire, par rapport à la 
transformée {p) de Tarête de rebroussement, la transformée de (O) qui, dans le 
cas présent, est une ligne droite. La courbe {p) est donc une parabole ayant pour 
foyer le point m cl, pour tangente au sommet, la transformée de (O). C'est précisé- 
ment le résultat auquel est parvenu M. Pirondini et qui s'est aussi présenté comme 
conséquence des équations (I). 

22. Dans quel cas la droite OM qui joint les points correspondants xl' une 
courbe (M) et du lieu (O) de ses centres de courbure est-elle invariablement 
liée au trièdre fondamental de (O)? 

Cet énoncé montre qu'il s'agit de rechercher dans quel cas le système (1) admet 
le système de solutions 

dans lesquelles a, ^, v sont des constantes égales aux cosinus directeurs de 
la droite L, que Ton suppose invariablement liée au trièdre fondamental de (O), 
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et sur laquelle se trouve le point correspondant M de (M) dont la dislance au 

sommet O du trièdre est la longueur variable y^2 A ( ' ). 
I^ comparaison des deux valeurs de x donne d'abord 

,- d\ 

^ Us 

d'où Ton lire, par une intégration facile (en debors de la solution a = o), 

a désignant une constante arbitraire, et par suite 

On a donc, pour les coordonnées :c^ y^ z, 

jc =z cf} {a — 5), 
V =a;3(e7 — 5), 
z .-= ay (^ — s). 

Il reste à exprimer que ces valeurs vérifient les deux dernières équations du 
système (I). La comparaison des valeurs de^v donne 

ce qui prouve que le rajon de courbure de (O) est une fonction linéaire de Tarr. 
La troisième équation du système, prise sous la forme (5'), donne ensuite 



— > 



parce que le rapport — est constant. 

Le rapport des courbures de la courbe étant une quantité constante, celte 
courbe est, comme on sait, une hélice cylindrique dont les tangentes coupent 
les génératrices du cylindre sous Tangle donné par la formule 

tango =r - m • 

P 7 

Pour déterminer géométriquement cette courbe dont les valeurs de c et de t sont 



(') Le cas où a = i, p = Y=o est Daturellement excepté, comme a>ani cic traité an n'o. 



112 V. ROUQUET. 

données par les formules précédentes, je vais chercher à définir la section droite 
du cylindre dont elle est une hélice. 

Au point O, le plan normal à la section droite passe par Oy et par la caracté- 
ristique du plan rectifiant de (O) qui est la génératrice du cylindre. Ce plan 
normal a donc pour équation 

Z _T 

ou 

aX -+- yZzL o. 

Sa caractéristique est la droite suivant laquelle il coupe le plan représenté par 

l'équation 

a ÔX -h y M =: o, 

qui, par Tapplication des formules donnant SX etSZ, devient 

ou, en substituant la valeur de t, 

Y = -i^ = ^'P . 
a y a* H- y* 

La caractéristique esl, dès lors, une droite parallèle à la génératrice du cylindre, 
ce qui devait être, et le rayon de courbure r de la section droite est égal à la 
distance de O à cette caractéristique, savoir 

a*p a*(3(rt— 5) 

D'autre part, Tare <t de la section droite est dans un rapport constant avec 
Parc de l'hélice (O); car, visiblement, 

(j =r .çsinô. 

Il résulte de là que la section droite du cylindre dont (O) est une hélice est une 
courbe telle qu'en l'un quelconque de ses points le rayon de courbure est une 
fonction linéaire de l'arc de celte section droite. Cette propriété caractérisant la 
spirale logarithmique, on en conclut que les courbes (O) satisfaisant à Ténoncé 
sont des hélices tracées sur des cylindres ayant pour sections droites des spirales 
logarithmiques. 

Je dis maintenant que, réciproquement, à toute courbe (O) répondant à la dé- 
finition précédente correspondent deux courbes (M) admettant (O) pour lieu de 
leurs centres de courbure, et telle que les droites OM joignant deux points coi- 
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respondanls quelconques soient invariablement liées au trièdre fondamental 
de(0). 

D'abord, les éléments t et p de (O) vérifient les équations 

h, k\ l désignant des constantes bien déterminées. 

Pour démontrer la réciproque, il suffît donc de faire voir que l'on peut trouver, 
pour a, a, jî, Y, des valeurs constantes propres à identifier les valeurs données de 

p et de - avec celles qui sont fournies par la proposition directe. Les relations 

d'identification sont les suivantes : 

I — Cf} 

k == î-r — — ahy 

I — a* 

y' 

auxquelles il faut joindre celle-ci 

La seconde équation détermine la valeur de a, savoir 

k 

La première et la troisième donnent, en fonction de a, les valeurs de ^ et de v 

qui, portées dans la dernière, conduisent, pour a, à une équation bi-carrée, que 

la substitution bien naturelle 

a -=: cosco 

transforme dans l'équation 

h* tang*co — tang*co -+- yj = o. 

On trouve ainsi, pour tangw, quatre valeurs égales deux à deux, mais de signes 
contraires, qui seront réelles à la fois, pourvu que l'on ail 

^!= 1 
Fac. de T., i* S., I. 1 5 
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Si celle condilion est salisfaile, on voit aisément qu'il existe seulement deux di- 
rections distinctes pour la droite chercliéeL. Ces deux directions sont, en chaque 
point de (O), perpendiculaires à la génératrice du cylindre dont cette courbe est 
une hélice. C'est ce que montre la troisième équation du groupe écrit ci-dessus. 

11 y aura deux courbes (M) répondant à In question. Ces courbes, diaprés la 
construction générale déduite du n"7, appartiennent aux arêtes derebroussement 
des surfaces enveloppes de sphères ayant leurs centres sur (O), et dont les rayons 
sont, en chaque centre, déterminés parles valeurs de Texpression 

>/Tk^^ a{a — s). 

Je dis que ces courbes (M) ont la même définition que (O). 
D'abord, les arcs correspondants de (O) et de l'une de ces courbes sont pro- 
portionnels, à condition, bien entendu, que les origines se correspondent; 

car (n'» 8) 

d% 2X5 



ds o/ri/v«-l- nS 



pxsjy^ 



4» 



et, dans ce cas, la substitution montre que Ton a 



d% yi/i — a* 

-7- = *-^ — ;= — =z const. 

ds (x^ 

Dès lors y/'i^M rayon de courbure de (M), égal à une fonction linéaire a(a — s) 
de l'arc de (O), est aussi une fonction linéaire de l'arc de (M). 

D'autre part, le rayon de torsion T de (M) est donné par la formule (n® 8) 

d'où Ton lire 

-7= = T7 - f^V^= ^ = const- 
y/a X *^ « 

Cette courbe (M) est donc caractérisée par les mêmes relations entre les cour- 
bures que (O). Par suite, (M) est encore une hélice tracée sur un cylindre dont 
la section droite est une spirale logarithmique (*). 

Ces résultats sont résumés dans l'énoncé suivant : 

Pour que la droite joignant un point M d^une courbe (M) au point corres- 



(1) Il serait aisé de démontrer que les courbes (O') correspondant aux courbes (M) satis- 
faisant à ces conditions particulières sont aussi des hélices tracées sur des cylindres ayant 
pour sections droites des spirales logarithmiques. 
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pondant O du lieu (O) de ses centres de courbure y soit invariablement liée 
au trièdre fondamental de la courbe (O), iljaut et il suffit que celle-ci soit 
une hélice tracée sur un cylindre ayant pour section droite une spirale loga- 
rithmique. Dans ce cas, il existe, pour chaque courbe (O) répondant à la 
définition précédente y deux courbes (M) admettant la même définition et 
satisfaisant aux conditions de renoncé. 



ESSAI 



SUR 



LES SÉRIES DIVERGENTES, 



PAR M, M. SERVANT. 



Introduction et analyse des principaux résultats obtenus. 

1. Les sërîes divergentes ool de tout temps attiré l'attention des géomètres; 
d'abord, ceux-ci les employèrent sans se préoccuper de leur convergence; ils 
arrivaient ainsi souvent à des résultats exacts, mais cette méthode ne présentait 
évidemment aucune rigueur. 

Sous l'influence d'Abel et de Cauchy, cet emploi des séries divergentes cessa 
complètement et c'est seulement depuis une quinzaine d'années que cette question 
vint de nouveau préoccuper les géomètres. Nous citerons d*abord les Mémoires 
de Stieltjes (*) et de M. Poincaré (^) qui montrèrent l'importance que pouvaient 
acquérir en Analyse les séries asymptotiques, employées jusqu'alors en Astro- 
nomie seulement. Dans une voie différente, plusieurs mathématiciens [Halphen (-'*), 
Laguerre (*), Stieltjes (*)] avaient rencontré des exemples singuliers où, une st'rie 
entière étant divergente, la fraction continue correspondante était convergente; 
M. Padé (*) reprit cette question et établit la possibilité de définir, dans certains 
cas, une fonction par une série divergente entière. Il faut rattacher à ces re- 
cherches sur les séries divergentes le Mémoire de M. Hadamard (^), sur le calcul 
des points singuliers d'une fonction définie par une série de Ta\lor et celui dr 
M. Fabry (•) sur le même sujet. 

(') Stikltjbs, Tlièse de Doctorat; 1886. 

(•) Poincaré, Sur les intégrales irrégulières (Acia malhematica; 1886). 

(•) Halpuen, Fonctions elliptiques. 

(^) LiGCERRE, Œuvres^ t. f. 

(•) Stieltjes, Mémoire sur les fractions continues (Annales tle Toulouse; i89{-i8<j)V 

(*) Padé, Acia mathematica; i8<)(. 

1') Hadamard, Thèse de Doctorat; 189'^. 

(•) Pabrt, Annales de r École \ormale; i89<). 

Fae, de T., a* S., I. • I G 
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1^ premier de ces Travaux renferme, du resle, un résultai Imporlant, au point 
de vue de la sommation des séries divergentes; en effet, l'auteur donne une mé- 
ibode pour calculer la valeur de la fonction sur le cercle de convergence dans des 
cas étendus. 

Dans ces dernières années, M. Bore) (■) a été plus loin; il est parvenu à 
sommer une fonction donnée par un développement de Taylor dans une aîre plus 
étendue, comprenant le cercle de convergence; el la méthode employée est sus- 
ceptible de beaucoup d'applications. 

3. Dans ce Mémoire, nous nous proposons d'étudier le problème suivant : 

Une fonction analytique étant définie par une série convergente dans une 
certaine aire, étudier les propriétés de cette fonction dans tout son domaine 
d'existence; calculer ses points singuliers, ses zéros et la valeur numérique 
de la fonction en un point quelconque. 

3. Mous étudierons d'abord les séries de Ta^-lor el, dans le premier Chapitre, 
nous chercherons à déterminer leurs points singuliers, à l'aide des coefficients du 
développement. Nous établissons d'abord une formule pour le calcul des pAles, 
des points critiques algébriques, des points logarithmiques, etc., puis ensuite. 




une formule générale qui donne, dans tous les cas, les points singuliers, situés 
sur le cercle de convergence. 



{•) BoBEL, Journal de Liouvitte; 1896. 
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ConsidëroDs, en effet, une série deTaylorde rayon de convergence fini non nul 

(0 /(z) = ^CnZ-. 

Supposons que ses poinls singuliers «o, ai, ... soient disposés sur le poly- 
gone de somniabilité, comme Tindique Xd^fig, i. 
Formons alors l'expression 



c„a"z 



n mtl 



Si le point z est dans Tangle coq^ on aura 

Partie réelle ... ( — ) = lim jr-, -> 

formule qui permettra de calculer le point a. 

On peut ainsi calculer, en particulier, tous les points singuliers, situés sur le 
cercle de convergence, et, par conséquent, par la méthode du prolongement ana- 
lytique, on pourrait calculer de proche en proche tous les points singuliers de la 
fonction définie par la série (i). 

Nous donnons, ensuite, diverses propositions qui permettent, dans bien des 
cas, d'abréger les calculs et d'éviter le prolongement analytique. 

Nous montrons ensuite comment, par une généralisation facile d'un théorème 
de M. Hadamard, on peut utiliser les résultats obtenus dans le cas des séries 
entières pour le calcul des points singuliers d'autres développements. Cette géné- 
ralisation est la suivante : 

5/ les points singuliers de la série 

oii'k est un paramètre, sont donnés par 

c = <pv(^) [v = (i,2, ...)], 
les points singuliers dans le plan de la fonction 

seront donnés par la formule 



^=^(y 



[v = (i,a, ...)], 
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où les a sont les points singuliers de la fonction 

^Cnt\ 

Dans le cas parliculier d^un développement en série de polynômes de Legendre, 
on a la formule simple pour les points singuliers 



2\ OCiJ 



i. Dans le second Chapitre, nous nous occupons de calculer la valeur numé- 
rique d\ine fonction donnée par un développement de Taylor en un point où la 
série diverge, en nous servant seulement des valeurs numériques Un=aHz'^ des 
termes de la série en ce point, et nous étudions, à ce point de vue, des fonctions 
particulières. 

Nous donnons d*abord plusieurs méthodes pour sommer dans tout le plan une 
fonction rationnelle, puis nous étendons la méthode slux fonctions ayant des 
points critiques algébriques, des points logarithmiques, etc.; une proposition, 
déduite du théorème de M. Hadamard déjà cité, permet d'étendre encore ces ré- 
sultats; nous montrons enfin comment, par une méthode analogue, on pourrait 
étudier les séries non entières. 

5. Les méthodes développées dans le premier Chapitre permettent de calculer 
facilement les zéros d'une fonction rationnelle ou même d*une fonction uniforme : 
par conséquent, si la fonction dont on a à sommer le développement de Tajlor 
est la fonction inverse d'une fonction de cette nature, on aura avantage à calculer 
d'abord le développement de la fonction inverse, puis, ensuite, les zéros de 
celle-ci. 

C'est cette question que nous étudions dans le troisième Chapitre, et nous 

* 

montrons que Von peut faire ce calcul en connaissant seulement la valeur 
numérique des termes de la série donnée; quand la fonction donnée est Vin- 
s*erse d'une fonction rationnelle^ on pourra ainsi calculer toutes ses déter- 
minations en un point donné, sans employer la méthode du prolongement 
anal}ti(|ue; cette méthode permet aussi, dans certains cas, de sommer des fonc- 
tions de plusieurs variables. 

U. Dans un quatrième Chapitre, nous reprenons la méthode de sommation 
donnée par M. Borel et nous montrons dans quelle aire elle permet de sommer; 
nous donnons ensuite plusieurs expressions analytiques de la fonction conver- 
geant dans cotte aire. Pour certaines fonctions uniformes particulières, on peut 
étendre beaucoup la région de sommabilité; nous arrivons ù ce résultat en mo- 
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di fia ni légèrement la mélhode de M. Borel, c'est-à-dire en faisant tendre le para- 
mètre a vers +00 avec un argument quelconque. 

7. Dans un cinquième Chapitre, nous cherchons à sommer les développements 
de Taylor à Taide de la représentation conforme; cette méthode permet de 
sommer la fonction en tous les points où elle peut être prolongée analytique- 
ment, et elle n'exige, comme les précédentes, que la connaissance des valeurs 
numériques des termes de la série. 

8. Enfin, dans un sixième Chapitre, nous montrons comment ces résultats 
peuvent s'étendre à des séries plus générales et, en particulier, aux séries de 
polynômes. 



CHAPITRE I. 



CALCUL DES POINTS SINGULIERS D'UNE FONCTION DONNÉE 
PAR SON DÉVELOPPEMENT DE TAYLOR. 



Dans ce premier Chapitre, nous nous proposons de donner une méthode pour 
le calcul des points singuliers d'une fonction définie par son développement de 
Tajlor. Cette question a déjà été traitée dans des cas particuliers par MM. Hada- 
mard (*) et Fabrj (>); nous la traiterons d'une autre manière en employant une 
expression analytique introduite par M. Borel (^) et dont nous allons d'abord 
rappeler quelques propriétés. 

i. Soit une fonction 

OÙ nous supposons le rayon de convergence fini et non nul. 
Considérons l'expression 



c„a"z" 

- > 



que M. Borel a appelée la Jonction entière adjointe; c*est une fonction entière 
de a de genre o ou i telle que l'expression e"** E(rt w) tende vers o quand a tend 



(I) IIadamard, Thèse de Doctorat; 1891. 

(•) Fabrt, Annales de l'École Normale \ 189J. 

(') Borel, Journal de Mathématiq ues ; 1896. 
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vers rinfini par valeurs réelles et positives, toutes les fois que le point z est dans 
une certaine région nommée polygone de sommabilité. Cette région se déter- 
mine de la façon suivante : 

On joint Torigine O aux diOerents points singuliers ai, a^, ... de f{z) et en 
ces points on élève des perpendiculaires aux droites Oai, Oaa, . . . ; on supprime 
ensuite les régions du plan, limitées par ces droites, qui ne contiennent pas 
Torigine; la portion du plan restante est le polygone de sommabilité. 

De même, si nous considérons la fonction 






on voit, de suite, que l'expression V.p[az) tend vers o pour a, inséré quand z 
est dans un certain polygone analogue au précédent, mais dont les côtés sont des 
arcs de courbes que nous étudierons plus loin. 

2. Supposons, en premier lieu, que la fonction f{z) n^ait que des pôles sur le 
cercle de convergence et dans une certaine aire G comprenant celui-ci : on peut 
alors écrire la fonction 

0(3) étant holomorphé dans Taire C; on a alors, de suite, les coefficients Cn du 
développement de Taylor (*) 

A A 

oii bn est le coefficient d'ordre n du développement de 0(5) en série de Taylor 
(|ui converge, par conséquent, dans un cercle de rajon plus grand; on aura alors 
facilement 

où ¥I{az) est la fonction entière adjointe de ^{z). 

Or, on a évidemment 

zP n- / az\ t^~ 



M) Darboux, Mémoire sur ies /onctions (Journal de Mathématiques, 3* série, t. II). 
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12^ 



tfp désignant un polynôme de degré/?; on peiil alors écrire simplement 



E(«--) = 2^> 



m 



(¥)'" 



a-* 



-i-E'(az). 



3. Considérons alors la limite pour a = -\- co de l'expression 



E(aj)^ 

et supposons pour cela que a soit tel que, dans Taire C, on puisse déterminer Zj 
de telle sorte que Ton ait les inégalités 



(«) 



(^) 



Partie réelle de . . . 



» 



» 



oCv aci 



«0 



<o. 



>o. 



Je dis que la limite cherchée est alors /*•; en effet, on peut écrire 



E( 



L v=i 






Sv OLq 



+ e «•E(a5) . 



Or, à cause de (i), le second terme de la parenthèse tend vers o; de même, on 
sait que e~^E(rt«) tend vers o dans Taire C; il en sera de même a fortiori àc 



— « 



«s 



e *• E(a«) à cause de (2); il ne reste donc que le premier terme de la paren- 



I -1 



thèse; mais on voit de suite qu^élevé à la puissance -> il devient égal à 1 (quand a 
est très grand); on a donc Tégalité 

1 z_ 

lim[E(a5)]^=ie*«. 



il = 



Il est à remarquer que cette égalité subsiste indépendamment de Vinéga- 



a% 



lité (a); c'est évident si Ton remarque que e "• E(a>5) est homogène en a et 3; 
la limite ne dépend que de Targument de z et nullement de son module. 

4. Cherchons maintenant à interpréter géométriquement les inégalités (1); on 
les écrit de suite en séparant la partie réelle 



(I') 

où l'on a posé 



-^cos(0 — «i)— -^ cos(ô — «oXo» 

A/ Ao 



Z =■ pe^, «i== A/e'*«. 



12^ 
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Pour avoir les lignes limilaDl les régions, il sudfit de résoudre l'équation ob- 
tenue en égalant à zéro Tinégalité précédente; ce sont des droites passant par 
l'origine quMl est facile de construire; en eOet, on voit de suite qu'il suffît do 
joindre Torigine aux sommets du polygone de sommabilité de /{s); si le 



Fig. a. 




point z (Jlg- 2) est dans Tangle û| on obtiendra le point ai ; dans Tangle û^i 'c 
point 7.2', et ainsi de suite. 

On pourra ainsi obtenir les points situés sur les côtés du polygone de 
sommabilité ou sur leurs prolongements, et ceux-là seuls. 



5. La formule devient indéterminée quand on a, pour une ou plusieurs valeurs 
de V, 



(X^ 



«0 



= 0. 



Ceci arrive quand le point z est sur une des droites limitant les angles û. 

On voit alors que l'argument de la limite devient indéterminé et Von ne peut 
plus calculer que le module; on voit que ceci revient à connaître le cercle pas- 
sant par l'origine et Itfs deux points singuliers pour lesquels régalité a 
lieu. 

<3n pourrait éviter cette indétermination en employant la fonction 



E,(a.)-2- 7^\ — 
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Il est facile de voir que Ton aura 



(1 = 00 



Le point ao étant situé sur une des courbes composant le polygone de sont- 
mabilité, et z étant dans un des angles, convenablement choisi, défini par Téqua- 
tion 

Yu cosp{0 — 3Cv) — -Lcosp{0 — «o) = o, 

on obtiendra par la formule précédente tous les points singuliers situés sur 
le polygone de sonimabilité, et ceux-là seuls ; du reste on n'aura pas ces points 
eux-mêmes, mais leurs puissances p^^'"^^, 

0. Par les formules précédentes, on a une méthode pour calculer les pôles 
situés sur le polygone de sommabilité; soient ao, ai, . . . , a^ ces pôles, la fonction 



(-r-(-i)"/<=' 



n'aura plus ces points pour pôles, si les m ont été convenablement choisis, et 
alors, en opérant de la même façon, on obtiendra de nouveaux pôles de /{z); il 
est bien évident que Ton pourra ainsi obtenir tous les pôles situés dans le do- 
maine de sommabilité de /(z) relatif aux points singuliers qui ne sont pas 
des pôles; on généralise ainsi un peu le résultat obtenu par M. Hadamard, qui 
calculait seulement les pôles contenus dans un cercle concentrique au cercle de 
convergence et où la fonction est régulière. 

On peut évidemment procéder de même si Ton considère une fonction de la 
forme Ep(az), et l'on a alors de suite la propriété suivante : on peut calculer les 
puissances p'^"^^^ de tous les pôles situés dans le domaine de sommabilité 
d'ordre p de /(z) relatif aux singularités non polaires de cette fonction. 

On peut encore arriver à ces résultats par une autre méthode qui nous fera 
connaître en même temps des éléments importants de la fonction : à savoir les 
coefficients Â et les degrés de multiplicité des pôles. 

Supposons que le point ao soit le pôle de degré de multiplicité le plus élevr 
situé sur le cercle de convergence et que, de plus, il soit le seul de son degré; les 
formules données précédemment pour les coefficients donnent alors immédia- 
tement 



(i) lim 



n 






) 



on posera ensuite 



K=an — -zF^rrlÎTïi'^ -f- 1). . .(/< -+- m), 

^0 



Fac. de T., v S., I. l 'J 
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el Ton trouvera de même 

i;, ,- ^ "/t •'^/w-l.'» 

1*"' ^ ; : — T~ — HT, — ' 

(/l -H J). . .(/i -+- /?! — !)«,« «0* 

si tous les pôles situés sur le cercle de convergence ont un degré de multiplicité 
inférieur à m. Si a,, était seul pôle sur le cercle de convergence, on pourrait cal- 
culer ainsi de proche en proche tous les \,"l^ ainsi que le coefficient m. Pour 

ce dernier, on peut le déterminer directement. On trouve, en effet, de suite, la 
formule 

<]ui a été donnée par M. Hadamard. 

On voit immédiatement, d\ine façon analogue, que Ton a 

si le point z est dans Tangle û{, correspondant à ao; si nous posons alors 



m 






on aura 

i 



et ainsi de suite; on voit que Ton pourra calculer de proche en proche les 
pour le degré de multiplicité m; on aura de suite la formule 



m 
y 



^«M-f-l 



«:=• loga ,, = « loK<7 

De ces formules, on peut déduire une méthode pour calculer les pôles situés 
extérieurement au polygone de sommabilité; en effet, la fonction E'(^) de plus 
haut ne donne plus le pôle a^ qu'au degré m; la fonction E'^(fr)^ formée d'une 
façon analogue, ne le contiendra plus qu'au degré m — i, et ainsi de suite, on 
pourra former des fonctions E^P-{a) qui ne contiendront plus aucun des points 
singuliers ao, • . .^oLp et l'on aura alors ainsi une expression analytique propre à 
calculer les pôles situés extérieurement au polygone de sommabilité. 

On aurait évidemment des formules et des résultats analogues si l'on considérait 
une fonction de la forme Ep{a), 



ESSAI SUR LES SÉRIES DIVERGENTES. I 27 

7. La formule 

z_ 1 



a=z X 



n'est pas la seule qui perinelle de calculer — ; on voit, en elfel, de suite que l'on 

aura les formules 

^ ,. E[(a4-rU] 
u=z» tL(az) 

■^- = lim - lop;E(^3), 

dV.(az) 
z ,. da 

dont les deux dernières sont d'une application plus simple. 

8. Nous allons maintenant considérer d'autres cas où les points singuliers ne 
sont plus des pôles et nous allons montrer comment on peut généraliser les for- 
mules précédentes. 

Considérons l'expression donnée par M. Hadamard dans sa thèse : 



o{z)^f \(l)/{zl)di. 



on sait que la fonction cp(w) a les mêmes points singuliers que la fonction /(«) 
(sauf peut-être des coupures rectilignes qui n'influent pas ici). Si Ton pose 



B„= f \{t)r"dt, 



on aura 



si le développement dey(^) est 



/(=)=2 



-m • 



C— ru • 



il est alors bien évident que, si Ton désigne par t(a z) l'expression 



£(rt;;)=V 



r n'^ -'" 



m : 
on aura 



» » 



i{az) = f \(l)E(azt)Ol, 
•■ 
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Nous allons d'abord démontrer le ihéorème suivant: 
Si l'on a 

(i) limmod|E(ac)|«=re*, 



f I = « 



on aura également 

(2) 



lim mod|£(a5) |"=:e*. 



a = 00 



En effet, si l'on a l'égalité (i), on peut évidemment poser 



E(a5) = ^(flr5)€«'+'«r, 



à étant une fonction telle que 



lim|^(rt5)|^ = 5, 



tt^ao 



on aura alors 



t/rt 



On peut appliquer ici la formule de M. Darboux et l'on aura de suite 
et l'égalité (q) devient alors évidente. Si la fonction J{z) n'a que des p61es sur 



Fig. 3. 




le cercle de convergence, on aura évidemment dans les diverses régions Û des 
égalités telles que (3) et l'on voit que la formule (a) nous fournira alors les quan- 
tités 

X = _Ç-cos(6 — «i). 
Cette équation en A| et ai représente le cercle de \9ifig* 3; pour avoir une 
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autre égalité permettaDt de déterminer complètemenl le point ai, il suffit de con- 
sidérer la limite 

1 



11= oe 



OÙ, ainsi qu^on le voit de suite, on a 

.r'= -£-cos(5 -+- w — «i), 

ce qui donne un autre cercle analogue au précédent, sur lequel se trouve égale- 
ment le point A|e'"« et qui achève par conséquent de le déterminer; on voit donc 
que Ton peut énoncer la proposition suivante : 

Si ion peut calculer les points singuliers de f{z) situés sur le polygone 
de sommabilité, on peut aussi calculer les points singuliers de la fonction 
©(5) définie par la formule 



^(z)=z f \{t)f(zt)dt. 



On aurait évidemment un résultat analogue, si Ton considérait une fonction 
¥ép{az) ; on verrait de même que Von pourrait obtenir les puissances p'^'"^* des 
points singuliers de f («) si Von peut les obtenir pour f{z), 

9. Il serait facile de voir, en appliquant la formule précédente, que l'on obtien- 
drait ainsi les points singuliers de la forme 



( 



-5) 



ainsi que les points logarithmi(|ues et leurs intégrales ; il serait également bien 
aisé de voir que les formules du n'* 6 qui permettent de calculer les A et les m 
subsistent ici; seulement, dans le premier cas, on trouvera pour co un nombre 
fractionnaire, et dans le second un nombre négatif; nous pouvons donc de suite 
formuler une conclusion analogue à celle que nous avons donnée dans le cas où il 
n^y avait que des pôles : 

On peut calculer les points logarithmiques, ceux qui en dérivent par inté- 
gration; les points critiques de la forme 



«- \ w.,-+-i 



1 " \ '"■- 



situés dans Taire de sommabilité relative aux autres points singuliers de la fonction. 
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10. Examinons quelques autres cas rentrant dans la formule générale de plus 
haut, et où l'on peut pousser Tétude de la fonction aussi loin que dans le cas où 
il y a des pôles seulement. 

Considérons, en effet, une fonction ayant des points singuliers de la forme 

OÙ Ton a 

V ( / ) r= flTo -h rr, / -H rtj /* 4- . . . -h ^« ^"j 
on aura 

OU encore, en développant, 



^ * az ^ 'L az a^z^ J Ad aP^^ zp 



Il est facile de voir que Ton aura, en module et argument, 



1 £ 

\\m[V.{az)Y—€'', 



a = » 



et de même 



/» = /! 1 

2,. az E(rt) 
ap=i hm — vr/^ — -» 



si Ton pose alors 



r=o 



on aura d'une façon analogue 



p -n 



2,. a'z* ii,'{az) 
pa.,:= lim ; ~ î 



>/- î^ :-- —- --f/„— liml I -rr: 

/' = » 

On voit que Ton aura ainsi un système d'équations qui permettra de déter- 
miner les dp et, par conséquent, la fonction V(/); on aurait eu un résultat ana- 
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logue si la fonctiony(^) avait été une fraction rationnelle quelconque, et Ton voit 
de suite que dans le cas où la fonction n*a, dans une aire de sommahilité, que 
des points singuliers de cette forme, on pourra les calculer comme précé- 
demment. 



H. Supposons encore que la fonction V(/) soit de la forme 



\{t)=^a,„e'"'. 



on aura 

tl z 






.(az)= r l^dt=^a 



m 

e * — I 

a z 

m H 

a 



On voit de suite que Ton a, en module et argument, 



1 z 



<l = «0 



D'autre part, on peut écrire ^{az) sous la forme 



^<''-"> = (Â2''"'""'-;iftî 2,/'" *'"'+•••)'" 



On voit alors de suite que Ton a 



I 



az 

m H 

a 



Si Ton pose ensuite 



az 



/f = «0 



t' {a z) =z t{a z) - — >«;,,/ 



3 



on aura 



— j£(«5) 
a' 
et ainsi de suite; on voit que Ton pourra former un nombre suffisant d'équations 



l'i'2 
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pour déterminer les «„; elles seront de la forme 



2 «/*^"=«. 



[m=(i, ...,p)]. 



On en tirerait de suite en résolvant 



«//! = 



I 1 H. 1 

l 2 Wi p 



I a» 



I 2^ hP pi 



l 



m 



I 
2 



I 
3 



I 2' 



I 

m 
m} 



I 



I 2P 



mP pi 



On sera assuré que Ton a un nombre suffisant d'équations en écrivant que le 
déterminant des équations est nul 



2 



2' 



P 
P' 






= o. 



2/»^-» 3'»+-» pP'^-^ H,,+, 

On aurait évidemment un résultat analogue en prenant poury(z) une fonction 
rationnelle quelconque et Ton voit que, encore dans ce cas, on peut calculer les 
points singuliers dans le polygone relatif aux autres singularités. 

1!2. Considérons plus généralement une fonction 

et supposons qu'il existe une fonction V(/) telle que si Ton pose 

B,= C \(t)t-dt, 
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la fonction 

soit dans une certaine aire une fonction n'ayant que des points singuliers de la 
nature de ceux envisagés précédemment. On pourra évidemment calculer, pour 
cette fonction f (^s)* les points singuliers situés sur le polygone de sommabilité, 
e/, de plus, si l'on peut déterminer V(/), tous les points singuliers situés dans 
Taire où l'on peut calculer les points singuliers dc/{z). 

En résumé, on voit que l'on peut, par les méthodes qui précèdent, calculer 
TOUJOURS les points singuliers des fonctions de la forme 






9(5):= / \{t)/{zt)dt 

[où f(z) est une fonction n'ayant que des pôles, dans une certaine aire compre- 
nant le polygone de sommabilité], qui sont situés sur les côtés de ce polygone 
de sommabilité et dans des cas étendus calculer des nombres qui permettent 
de calculer, de proche en proche, d* au très points singuliers de la fonction; 
en tous cas, la détermination de ces derniers points se ramène à la recherche 
de la fonction V(/). 

i3. Nous nous proposons maintenant de calculer les points singuliers situés 
sur le cercle de convergence dans le cas général. 

Dans le Mémoire déjà cité, M. Borel a démontré que la condition nécessaire et 
suffisante pour que le point 2 =: i, situé sur le cercle de convergence, soit sin- 
gulier était que l'on ait 

(I) hm sup.e-« > —, ^ o, 

6 étant un nombre positif aussi petit que Ton veut. 

Soit alors e^ la limite supérieure pour a infini, 

1 
(a) e^=liinsup.[E(a3)]^ 



a — * 



Remarquons d'abord que Ton aura évidemment 

1 

eP>•=lim[E(ap5)]^ 

p étant une quantité réelle. 

Donnons alors à z^ dans l'égalité (li), une valeur réelle et positive Xy et sup- 
posons que l'on trouve alors X = x. Je dis que le point x = 1 est point singulier 
(le rayon de convergence de la série étant l'unité). En cflfet, puisque ce point est 
Foc. de r.y 2' S., I. 18 
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sur le cercle de convergence, il faut et il suffit que Tinégalité (i) soit satisfaite; 

or, à cause de (2), pour les valeurs très grandes de ^/, E{ax) se comporte 

comme e^'-^ et la proposition est alors évidente. 

Jmersement, Je dis que si te point x = 1 situé sur le cercle est singulier, 

on a\-- x\ en eflet, supposons qu'il n'en soit pas ainsi et que l'on ait \z=^px\ 

supposons d'abord /? > i ; on peut alors évidemment trouver un nombre £ tel que 

Ton ait 

/?(i — e)— i>o, 

ce qui est absurde, car alors le rayon de convergence serait plus petit que 1; de 
même si/><! i, on peut trouver un nombre e tel que 

ce qui est contraire à Tinégalité (1). 

Si, le rayon de convergence étant toujours égal à i , c'est le point e'^ qui est sin- 
gulier, on aura un résultat analogue; en efTet, pour qu'il en soit ainsi, il faut cl il 
suffit évidemment que Ton ait 

lim sup.e""E(rte*^e)^o, 



azizmi 



e étant positif et plus grand que i ; on démontre alors absolument, comme précé- 
demment, que l'on a 

1 



Supposons maintenant que, 1 étant point singulier, nous cherchions la limite 

1 
llm[E(rt5)]% 

OÙ l'on a 

z — zei^, 
l'angle étant petit. 

Pour que le point i soit singulier, il faut et il suffit évidemment que Ton ait 
(i) lim sup.e"''E(a£e'®)7^o, 

(f = «e 

quand 

€ COS^ — I > O, £ > O, 

et pour les petites valeurs de 0, ainsi qu'on le voit de suite en se reportant au 
Mémoire de M. Borel. Or on voit facilement, en utilisant une remarque faite au 
début de ce paragraphe, que la limite cherchée doit être nécessairement de la 
forme 
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A étant indépendant de e; d'autre part, évidemment à cause de (i), il faudra que 

Ae — I, 
soit de même signe que 

£ COS — l. 

On en conclut de suite que 

A — COS0. 

Par un raisonnement absolument analogue, on montrerait que si le point sin- 
gulier est e*^j on aura 

A =1 cos(0 — f»)). 

Donc, d'une façon générale, on voit que ta formule 

— COS I U — (1)4 1 

e^» =1 lim siip.[E(^-)]" 



r(:= oe 



permettra de calculer les points singuliers situés sur le cercle de conver- 
gence et même, ainsi qu'il est bien facile de s'en rendre compte, tous les 
points singuliers situés sur les côtés du polygone de sommabilité : les régions 
où doit se trouver z pour obtenir les différents points singuliers sont les angles 12 
définis dans le cas des pôles. 

On pourra également appliquer les formules 

— cos((? — «/) = lim -logE(rt3), 

A| itr=: ta Cl 

— cos((^-a/) = lim - ,. -> 

qui sont d'une application plus pratique. 
14. De même, si nous considérons la limite 

lim[E^(a:;)]^'', 
nous verrions de même qu'elle est égale à e^ avec 



X=z partie réelle 



'•V 



V 



«i 



P =X^cos^(^-^)' 



X étant un point singulier situé sur le polygone de sommabilité relatif à la 
fonction 

cette formule permet aisément de déterminer les/> sommets de la courbe de soni- 
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mabilité relative au point a/, c'est-à-dire, en somme, que cette formule nous 
permet de calculer af . 

En résumé, on voit que Ton peut, par cette méthode, calculer les points sin- 
guliers situés sur le cercle de convergence et sur le polygone de sommabilité 
relatif à E(a) et les puissances ^«<^'w« des points singuliers situés sur les poly- 
gones de sommabilité relatifs aux fonctions Ep{a). 

15. Un résultat donné par M. Hadamard (*) permet encore de calculer les 
points singuliers dans quelques cas où ils ne seraient pas fournis par la méthode 
précédente. Ce résultat est le suivant : 

Soient deux séries de Taylor 

IjH fonction 

a pour points singuliers les points que Ton obtient en multipliant un point sin- 
gulier def(z) par un point singulier de f{z). 

Par conséquent, pour calculer les points singuliers d^une série 

(0 2 ''«"'' 

on pourra commencer par décomposer le coefficient a,, en deux ou plusieurs fac- 
teurs c,*, c^,, . . • , et la recherche des points singuliers de (i) sera alors ramenée 
à celle des points singuliers des diverses séries 






2 

ce qui peut être plus simple. 

16. Nous allons maintenant chercher à étendre les résultats obtenus dans le 
cas des séries entières, à des séries plus générales. 
Considérons d'abord une série de la forme 

où l'on a posé 

Z =/(«). 



(«) Comptes rendus; 1897. 
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Soienl a«, Si, a^, . . . , oCy les points singuliers de la série 
Les points singuliers de (i) seront les racines des équations 

/{z)=iX^ [V=:(l,2, ...)], 

et Ton voit alors comment on parviendra à les calculer. 

17. Plus généralement, considérons une série de fonctions 

que Dous supposons uniformément convergente dans une certaine aire connexe 
et formons la fonction de deux variables 

F{z,t)=^ii„{z)l\ 

Une telle fonction a pour singularités des lignes (*) 

(3) /^(z,t) = o [Vl=(l, 2, ...)J. 

Si Ton donne à z une valeur fixe Zq-, ces égalités déterminent les points sin- 
guliers de la série entière F(zot) en t ainsi formée; si, au contraire, on donnr 
à i une valeur fixe to^ on aura les points singuliers de la fond ion F(z^ to) en ré- 
solvant les équations précédentes par rapport à ^; et en posant ensuite / = i, on 
aura ainsi les points singuliers de la série (sî). Supposons alors les équations (.i) 
résolues par rapport à /, 

' = 9v(5) [V=(l,2, ...)1. 

Si z a une valeur fixe Zo cette formule fournira les points singuliers de la sérir 
Considérons alors la série 

(4) ^C„Un(Zo)l\ 

où les Ch sont tels que la série 



(I) Ce qui suit serait en défaut, dans le ca<t où lc<i / ne i*onli«'n<lr:iii'nl <|iic l'iinr de 
variables. 
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ait lin ra^'on de convergence fini non nul, d'après lè théorème de M. Hadamard 
cilé précédemment, celle série (4) en t aura pour points singuliers les quantités 

a/<Pv(-o) [V, l=(l,2, .. .)]. 

où les a sont les poinls singuliers de (5). 

On voit alors de suite que la fonclion de z et /, 

a pour singularités les lignes 

t — OCi(^^(z) [v, £.— (!, 2, ...)], 



OU bien encore 



/v(..i-) = o; 



en particulier, si l'on fait / = i , on voit que Ton a le théorème suivant 
Si les singularités de la série 

sont données par les équations 

/y,{z, l) = [v=:(l,2, . . .)], 

les singularités dé la série 

sont données par les équations 

yv ( ^ j 
\ «/ 

oit les a sont les points singuliers de la série 

Ce ihéorrme permellra, dans beaucoup de cas, de calculer les points sin- 
«(uliers d'une fonclion définie |)ar une série. Nous allons en donner quelques 
exemples. 

18. Considérons une fonction définie par un développement de la forme 
OÙ les X sont les polynômes de Legendreel su|)posons que celte série ne soit pas 



ESSAI SUR LES SÉRIES DIVERGENTES. l3g 

toujours divergente, et cherchons les points singuliers de la fonction F(z) ainsi 
définie. On sait que Ton a 

les équations (3) se réduisent donc ici à 

I — 2^2 -f- /* = o, 
si les points singuliers de 

sont «ç, ai , . . . , a/, .... On voit donc que Ton aura 

I ^ -f- — r=0 [l=i(l, 2, . ..)], 



(Xi OC- 



OU 



5 — -(a,-h — ) 

2\ (XiJ 



Ce sont là les points singuliers du développement donné ; donc : 
Les points singuliers du développement 

(0 2^/tX«(2) 

sont donnés par la formule 

OÙ les OL sont les points singuliers de 

Cette formule nous amène à une remarque; on sait(*) que si les coeffi- 
cients Cfi de la série précédente sont quelconques et assujettis seulement à la con- 
dition que la série ait un rayon de convergence fini non nul r, ce cercle de con- 
vergence sera une coupure, ou, en d^autres termes, tous les points 

seront singuliers; on en conclut immédiatement que la série (i) aura pour points 
singuliers tous les points 



(*) BoREL, Comptes rendus; 1896. — Fabry, Annales de VEcole Normale et Comptes 
rendus; 1896. 
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c'est-à-dire que la fonclion représentée par cette série aura comme coupure la 

courbe 

j?= -(rn — )cos6, 
2\ r) 



j=i(r-i)sin0. 



qui est précisément Tellipse dans laquelle converge le développement (i). Or 
celte proposition est évidemment générale et s^applique à tous les développements 
considérés précédemment et Ton peut, par conséquent, énoncer le théorème sui- 
vant : 

Si les c,i sont assujettis à ta seule condition que la série 
ait un rayon de convergence fini non nul, la série 

admettra son domaine de convergence comme coupure. 

Toutefois ce théorème n'est pas aussi général que celui de M. Borel relatif aux 
séries de Taylor, car le théorème de M. Hadamard, ainsi que cela est évident, 
donne les points singuliers />055/6/e5 de la fonction 

il peut arriver que les points ainsi trouvés soient des points ordinaires pour F(2). 
Néanmoins M. Borel a démontré tout dernièrement que tous les points fournis 
par Inapplication de la méthode de INI. Hadamard étaient, en général, des points 
singuliers, ce qui justifie donc notre proposition. Il serait facile, en particulier 
(en s'appujant sur les résultats donnés par M. Borel dans le Mémoire cité), de 
montrer que le théorème est exact pour les séries de polynômes de Legendre. 

19. Considérons maintenant une série de fonctions uniformes 

Si les fonctions i/,,(^)n*ont aucun rapport entre elles, on verra facilement, par 
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des considéralîons analogues aux prccédenles, que la série admet son domaine do 
convergence comme cbupure; donc, en général, une série de fonctions uniformes 
définit une fonclion uniforme qui n^exisle que dans son domaine de convergence, 
si l'on se borne au point de vue deWeierslrass. Ce fait, bien évident, augmente 
encore l'intérêt des tentatives faites par M. Borel el, tout dernièrement, par 
MM. Fabry et Picard, pour prolonger une fonction au delà d'une ligne singulière. 

20. Les méthodes exposées précédemment peuvent encore èlre employées à la 
recherche des singularités des séries de plusieurs variables. En eflct, si Ton or- 
donne une telle série par rapport aux puissances croissantes d\ine des variables, 
les autres étant considérées comme des paramètres, les formules données précé- 
demment donnent une expression implicite des singularités, et, en tout cas, on 
peut obtenir autant de points que l'on veut de celle-ci ; de plus, le théorème de 
M. Hadamard peut permettre, dans un grand nombre de cas, de ramener les sin- 
gularités de deux séries les unes aux autres ; signalons, en particulier, les exemples 
suivants : 

où z est imaginaire, et / réel; on voit de suite que la série converge à l'intérieur 
de la surface de révolution engendrée par une hyperbole ayant les axes des jr et 
des z comme asymptotes et tournant autour de cet axe des z ; on voit aussi que les 
singularités de cette fonction sont des hyperboles équilatères a\ant l'origine pour 
centre. 

On trouverait de même les singularités de la fonction 

/l(^0=^«^/.X«(0^" (/réel), 

où les \n sont les polynômes de Legendre; ce sont également des coniques. 

Le théorème de M. Hadamard permet de ramener le calcul des points singu- 
liers de la série 



1 



-H 



i\(t) 



où les P sont des polynômes de degré fini, à celui du calcul des points singuliers 
de séries de la forme 






ce qui est facile dans beaucoup de cas; en particulier, si a,, = /?, ou %»= 7.n. 
Fac, de T., a- S , 1. If) 
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On pourrail, comme dans le cas des séries de Ta^^^lor, clicrcher à pousser plus 
loin celle élude, en particulier éludier la nature des singularités de la série; on 3- 
parviendrait par des méthodes analogues qui exigeraient, du reste, des développe- 
ments étendus. 



CHAPITRE II. 



Dans ce Ciiapitre, nous allons appliquer les résultais obtenus précédemment au 
calcul de la valeur numéri(|ue d'une fonclion donnée par un développement de 
Taylor. 

1 . (Considérons une série 

vi supposons (prelle n'ait que des pôles dans un certain cercle concentrique au 
cercle de convergence de rayon p. Dans sa Thèse, M. Iladamard a donné une 
méthode permettant de calculer les coefficienls A d'un polynôme 

tel (pie le produit 

soit li(domorphe dans le cercle de rayon p. 
J^a série 

est donc convergente dans le cercle de rayon p, et, par conséquent, on voit que 
Ton pourra calculer la valeur de /(z) en un point intérieur à ce cercle de 



rav()n p. 



On peut remarquer (pie, |K)ur faire ce calcul, il n'esl pas nécessaire de con- 
naître les coeflicients (fn cl la valeur de 5, mais seulement les valeurs numériques 
tffi= (htZ". Kn ell'et, on voit de suite que, si, dans les formules de M. Hadamard, 

on remplace partout a,t par //,,=:r/„w", on trouvera, au lieu de A^*\ A^*^ 

A", les quantités 

On aura, par consé(pienl, 

*\ (-)/^- ) = 2 ( W/i -+- A, //„-, -h . . . -r- X^Un-v) ; 
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iVJ 



d*oii Ton aura de suite 



/(--)=2; 



I -H Al 4- A, -h. . .-r A,, 



Ainsi donc, on a le théorème suivant : 

On peut calculer la valeur numérique d^ une fonction donnée par une série 
de Taylor dans tout cercle concentrique au cercle de con^rer^ence où cette 
fonction n'a que des pôles. 

i. Nous allons maintenant reprendre cette question par une autre méthode qui 
nous conduira à un résultat un peu plus général {fi g. 4)- 




Considérons la fonction y(3); marquons dans le plan ses points singuliers et 
élevons en ces points des perpendiculaires aux droites qui les joignent à l'ori- 
gine. 

Considérons le point M de la figure; il est bien évident que, si les points sin- 
guliers ai, 3t2» 3tfl et 7.^ n'existaient pas, le point M serait à l'intérieur du poly- 
gone de sommabiiité relatif à cette fonction, et Ton pourrait, par la méthode do 
M. Borel, calculer sa valeur en ce point. 

Supposons alors que les points ai, a^, .... a^, x^ soient des pôles, et formons 
l'expression 

¥J(az,) 



(I) 



lima=, 



E(a5o) ' 



où z^ est l'affixe du point M. On voit de suite qu'elle est égale à 



On pourra également, par les formules données précédemment, calculer le 
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degn'î de mulliplicité du pôle el les coefficienls A; si nous considérons alors la 
fonction 

/.(^)-/(o--2(-^.. 

elle ne contiendra plus le pôle a,. 

En ()rocédanl de la môme façon suryi(^), on trouvera une fonction J-i{^) q"i 
n'aura plus ao pour pôle, et, en continuant ainsi, on parviendra à une fonction 
fn{^) f|"i n'aura plus aucun des points «i, «a, ..., a^ et 7.^ comme pôles; on 
|)0urra alors sommer cette fonction au point M, et Ton aura alors la valeur de f 
au point ^o P^r '^ formule 

On a donc immédiatement le théorème suivant : 

On peut calculer la valeur numérique d^ une fonction donnée par son dé- 
K'eloppement de Taylor dans le polygone de somniabilité relatif aux points 
singuliers de la fonction qui ne sont pas des pôles. 

Il est, d'ailleurs, bien évident que, pour faire ce calcul, il n'est pas nécessaire 
de connaître la forme analytique de la série, mais seulement la valeur numé- 
rique Un des termes. 

Si le point M était sur une des droites U définies dans le premier (Chapitre, la 

formule (i) ne donnerait que la partie réelle de — ; pour achever de déterminer 
cette quantité, il suffit de considérer la limite 

(pli est évidemment égale à 

3. On peut encore employer une autre méthode analogue à celle de M. Hada- 
mard et qui n'exige pas la connaissance des coefficients A. 

Remarquons d'abord que, si E(a) est la fonction entière adjointe de /(s), la 
fonction entière adjointe du produit ^{z)f{z) sera 

P(l)-')E(a5). 

(Calculons, comme précédemment, la quantité ^y et faisons la même opération 
relativement à la fonction /(2)( i — ^ j» et ainsi de suite; il arrivera un moment 
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OÙ la fonction ne contiendra plus le pôle ai, et la formule (i) donnera alors comme 

limite — ; en continuant ainsi, on parviendra à une fonction V(z)/{z) qui ne 

contiendra plus aucun des pôles qui empêchent la fonction f{z) d^étre sont- 
mable au point M; on pourra alors calculer sa valeur en ce point à Taide de la 
méthode de M. Borel, et Ton en déduira de suite la valeur Ae f{z). 

i. Cette dernière méthode se généralise immédiatement au cas où Ton emploie 
les fonctions entières adjointes de genre /?, et où l'on a 



lim^logE,(«,) = (j)'' 



et Ton a alors le résultat général suivant : 

On peut calculer la valeur numérique d'une fonction f{z) définie par son 
développement de Taylor dans tout polygone de sommabitité d^ ordre p re- 
latif aux points singuliers de la forte t ion qui ne sont pas des pôles. 

Il est, d'ailleurs, bien évident que, dans ce calcul, on n'emploie que la valeur 
numérique des termes de la série. 

o. Supposons maintenant que nous ajons à sommer le développement de 
Ta^'lor d'une fonction /(5) qui, dans une certaine aire C, comprenant le cercle de 
convergence, puisse s'écrire sous la forme 

^{z) étant holomorphe dans Taire G. On pourra raisonner absolument comme 
au n° 2 dans le cas des pôles, calculer les —, le^- 

On formera alors, de proche en proche, les fonctions 

1—/ "~ 






> 



> 



et l'on parviendra ainsi à une fonction /^(-s) sommable dans le polygone de 
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sotiimabilité relatif aux points singuliers qui ne sont pas de la nature des 
précédentSy et ion pourra, par conséquent, sommer /(z) dans ce polygone, 

fi. De m<}me, considérons une fonction de la forme 
où l'on îi posé 

le symbole D'^ désignant une intégration répétée v fois, et ©(s) une fonction ho- 
lomorphe dans une aire comprenant les a. Dans ce cas, on pourra également ap- 

pliqiier la méthode précédente, on calculera les — > \cs A, ei Ton pourra sommer 

la fonction /{z) dans le polygone de sommabilité relatif aux points singu- 
liers de f(z) autres que les ol, 

7. (considérons encore une fonction dont les points singuliers dans une certaine 
aire soient de la forme 

^ Vv(0 




ou 

\(t) — ao-\- Gx-h. . .-^ OplP. 

Nous avons précédemment donné les formules permettant de calculer les «/ el 

le nombre/?; on calculera les— par la formule ordinaire, et l'on voit que Ton 

peut ainsi sommer dans toute aire de sommabilité ou il n^y a que des points 
singuliers de cette forme. On aurait une conclusion absolument analogue si l'on 



avait 



\{l)r=^a„e»\ 



et il serait facile de multi|)lier ces exemples. 

8. D'une façon plus générale, si l'on sait, par l'un quelconque des procédés 
précédents, sommer la fonclion f{z)y on pourra sommer dans la même aire la 
fonction 

9(c)= f.\{t)f(zt)ôt. 
En eflTel, soit 

?( *') ^^ ^\^*n^n 
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le dëveloppemenl de celle dernière fonclion; on pourra trouver une fonction \ ( / ) 
telle qu'en posant 

la série 

il 






soît le développement de /(z). On voit donc que, si l^on peut y par un proicilt' 
f/uelconque, déterminer V(/), on calculera facilenienl r intégra le 



9(3)^ f y{t)Azi) 



ôt 



pour loul point z où Ton sail culculery(^). 

i). Le cas traité dans le numéro précédcnl n*csl qu\in cas particulier du suivant : 
Soil 

0{z) = '^ôn^" 

Cl 

V(z)^y^Cnd.,Z"X 

soient a^ . . . , a,, ... les points singuliers de f{z)\ ^, , . . . » [i/, ... ceux de '^ ; 
en partant de la formule de Caucliv, on démontre de suite la formule 



K,.,=//JIl,(j).,. 



011 c est un contour simplement connexe comprenant Tori^ine et le point c, et 

tel que les points 

t — Xi [i — (i, •«, . . . jj, 

t— -^- [i= (i,'î, . . .)|. 



.-♦1 



soient à l'extérieur de ce contour. Par conséquent, on voit de ^uite <)U(', si IHn 
sait trouver un contour répondant aux conditions indif/uées et tel t/ue Inn 

puisse sommer tout le long de ce contour, les fonctions J{ t ) r/ '^ ( - J, on pourra 

calculer la valeur de V{z) au point z considéré. 
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10. Ces diverses propositions pourraient se généraliser facilement pour les 
séries non entières, et, à Taidc des propositions démontrées dans le Chapitre 
précédent, on oblicndrail, pour ces séries, des résultats semblables aux précé- 
dents et une méthode de sommation analogue. 



■•••« 



CHAPITRE m. 

LES RACINES DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES ET DES FONCTIONS 

ANALYTIQUES. 



1. Considérons une fonction algébrique u{z) définie par l'équation 

/(//, 5) = 9o(;:)««-4-9,(:;)««-»-+-...H-9„(^) = o, 

et développons la fonction ^ en série par rapport aux puissances croissantes de 
// ; on aura 

( I ) — r rz: «0 4- «1 M 4- flj W* 4- 

y ( ''» ^ ) 

Considérons une valeur fixe Zq de 5, et soit «/^(^i) celle des déterminations de 
u{z) qui a le plus petit module au point Zq. Si nous supposons que la détermi- 
nation Uo{z') soit ia seule de son module, la suite 

(2) — > — > • • •> 

converge vers u^^{z). Nous avons donc ainsi formé une série qui représente la 
plus petite détermination de u{z) quand celle-ci est seule de son module. Or il 
est facile, connaissant les a/i, de calculer les. autres déterminations de u{z) au 
point Zq\ il suffira de calculer les pôles de la série (i), ce que nous savons faire. 

Nous voyons donc que nous pouvons toujours sommer la suite (a) à Vaide 
des valeurs numériques des termes de (7)^ et nous avons ainsi un exemple 
remarquable de sommation de fonction non uniforme , 

m 

2. Il en serait absolument de même si la fonction f{u^ z) était une fonction 
uniforme quelconque régulière à l'origine; la suite 

— > — y • • •> 

«1 aj an 



j 
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représenterait la détermiDation de ii{z) de plus petit module (supposée uni(|ue), 
et, pour avoir les autres déterminations, il suffirait de calculer les pôles de la 
série 

( 3 ) rto -+- ^1 w -H • • • -*- ^'1 "" H- . . . . 

Si cette fonction n^a que des pôles à distance linie, on peut les calculer tous 
par les méthodes données précédemment; si cette fonction a des points essentiels, 
on parviendrait à trouver tous ces pôles en se servant de la méthode donnée et de 
celle du prolongement analytique. 

Il en serait encore de même si la série (3) n'était pas uniforme dans tout le plan •, 
par prolongements analytiques, on parviendrait à calculer tous ses infinis, c'est- 
à-dire toutes les déterminations de u{z). 

3. On est alors amené à la remarque suivante : 
Considérons une fonction 

Calculer les diverses déterminations de u pour une valeur déterminée Zq de z 
revient à calculer les zéros de la fonction 

où 5 = <I>(w) est la fonction inverse de 

ii=:/(z). 

Considérons alors un développement de Taylor 

(I) U::=z/(Z)^^C„Z\ 

et cherchons le développement 

(3) Z=z^{u)=^bnU". 

On le calcule aisément, à Taide de la méthode des coefficients indéterminés. 
Supposons Co = o, ce que Ton peut évidemment toujours faire; car, s'il en était 
autrement, on poserait 



*» — . ■^ — o • 



On a alors immédiatement 

Fac, de T., r S., I. 20 
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d'où, en identifiant, en supposant C| y6 o, 

/>o = o, 

équations qui permellent de calculer les h de proche en proche et d'une façon 
unique. 

Faisons de suite une remarque; on peut déterminer le développement (2) sans 
connaître la forme analytique de (i), mais seulement les valeurs numériques 



Un — c„ z 



mil 



au point considéré. En efTet, considérons le système d'équations 

K ~ "0 ~ ^» 

h\ «, H- b\ u\ .3=0. 
Il est bien évident cjue Ton aura d'une façon générale 

Or, il est bien évident qu'au point de vue de la recherche des zéros, les fonc- 
tions 

et 



^\ ^n -^0 — ^0 — ^ 



sont équivalentes. 
Si la fonctioii 



(0 z----^{u) 

est uniforme et n'a que des pôles à distance finie, on peut calculer tous ses zéros, 
ainsi qu'il a été montré plus haut, et, par conséquent, loiiles les déterminations 
de la fonction 

si la fonction (2) était uniforme, mais avait des points essentiels ou des lignes 
singulières, la fonction 

1 ^ ) 7ir^r^ = ^0 -4- ^l '^ -4- . . . 4- (in U" -h . . . 

^0 — ^\" ) 
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aurait ces mêmes singularités; dans ce cas, à Taide du prolongement analyU(|ue, 
on pourra également parvenir à connaître tous les pôles. 

De même, si la fonction ^{u) n^élait pas uniforme, on pourrait également par- 
venir a calculer ses zéros en prolongeant analjtiquement la série (.'i). On peut 
donc énoncer le théorème suivant : 

Le calcul des dii^erses déterminations d\tne série de Taylor se ramène au 
calcul des injinis d\i ne fonction définie également par une série de Taylor; 
pour former cette série, il suffit de connaître les valeurs numéricpies des itîrmes 
de la série primitive. 

Toutefois, il faut remarquer que ce calcul n'est guère prali(|ue que (|uaud la 
fonction (2) est uniforme : on pourra donc ainsi sommer les séries de Tajlor 
qui développent les intégrales eUipti(|ues, les fondions inverses des fonctions 
de Schwartz, etc. 

t. Plus généralement, considérons une série de Taylor à plusieurs variahlrs 

(>.) U—f(x^,r^.. . JCf,) ~^a„^n,...n^K*^^V'^V' • -^'n- 

Pour avoir toutes les déterminations de la fonction // en un point donné 
x^^x^^x^^. • •-''/»,> " suffit évidemment de calculer tous les zéros de la fonction 

oblCDuc en résolvant Téqualion (1) par rapport à x^^. Supposons donc cpie la 
série (1), étant ordonnée par rapport à jTo^ 'à\^ pour coefficients des séries conver- 
gentes ou que Ton puisse sommer; si la fonction u s'annule avec Xi et si le coef- 
ficient de Xi est difiérent de zéro, on sait que la fonction implicite {-a) exish; v\ 
est holomorphe aux environs de u=o. On est, par consé(|uent, ramené, pour 
sommer la série (1), à sommer des séries à (n — 1) variables (les coefficients 
des x/)et à calculer les infinis d'une série de Tajior; on voit donc facilement <pie 
Ton peut énoncer d'une façon générale le théorème suivant : 

/^ calcul des déterminations d'une série de Taylor à plusieurs Vftri(djlt*s 
se ramène au calcul des zéros de séries de Taylor à une variable. 

Comme dans le cas d'une \ariable, ce calcul n'exige que la connaissance des 
valeurs numériques des termes. 
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CHAPITRE IV. 



SOMMATION D'UNE SÉRIE DE TAYLOH A L'AIDE DE LA MÉTHODE 

DE M. BOKEL GÉNÉRALISÉE. 



Dans ce Chapitre, nous nous proposons de calculer la valeur numérique d^une 
fonction en un point du plan, à l'aide des valeurs numériques des termes de son 
développement de Taylor et cela dans des régions du plan aussi étendues que 
possible. 

1. La méthode de M. Borel repose sur la considération de Texpression sui- 
vante 

où S,/ est la somme des n premiers termes de la série à sommer et a un para- 
mètre réel ; on démontre que la limite pour a = oo de cette expression coïncide 
avec la limite de S// quand celle-ci existe, et avec son prolongement analytique 
dans le cas contraire. Le domaine de sommabilité, c'est-à-dire la région où ^{a) 
converge, se forme de la façon suivante : 

On joint Torigine aux différents points singuliers de la fonction et Ton élève 
des perpendiculaires a ces droites à leurs extrémités; on supprime ensuite la 
partie du plan déterminé par chacune de ces droites qui ne contient pas l'origine; 
en faisant cette opération pour les différents points singuliers^ on forme un poly- 
gone convexe à l'intérieur duquel ^{(i) converge. 

2. Considérons de même l'expression 

Elle jouira de propriétés analogues a la précédente ; seulement son domaine de 
sommabilité sera difl'érenl; on voit de suite, en employant la même méthode (*), 
que Taire de sommabilité se déduira de la précédente, en remplaçant les droites 

- cos(9 — w) = I 
a 

(> ) BoBEL, Journal de Mathématiques; 1896. 
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par les courbes 

£^cos/;((?~w)-i, 

où a et Cl) sonl les coordonuées d'un point singulier. 

On peut encore prendre comme fonction de sommabililé une fonction enlière 
de la forme 

ou, plus généralement. 



2^ 






/»v 



Taire de sommabilité est encore fournie par les courbes précédentes. 
On peut aussi prendre la fonction 

e^<* -I- e-^. 

On a alors, comme aire de sommabilité, un polygone curviligne limité par les 

courbes 

1 



{^"''{—2-)'='^ 



c'est-à-dire par des paraboles ayant leurs sommets aux points a, co et leurs foyers 
à Porigine. 

Plus généralement, on peut considérer des fonctions de la forme 

2 «s 

où l'on a 

CÇ — a^ = o. 

Le polygone de sommabilité est alors formé par les courbes 



(^ty,os'j(9-^)=,. 



On voit que ce cas comprend tous les précédents et est plus général puisque 
l'on peut donner kp cl q toutes les valeurs entières. On peut trouver encore des 
fonctîoDS de sommabilité donnant d'autres polygones, mais ce serait de peu 
d'intérêt. 

3. Voyons quelle est la forme de quelques-unes de ces courbes et particulière- 
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ment des courbes 



(^) 



cosyy (0 — (,})z=z I. 



Si /^ = 1, on a une droite; si/> = 2, on a une hyperbole équilalère de centre O 
et de sommet (a, (o) {/ïg. 5). 

Fig. 5. 




Si p = 3 ou /> = 4) ^» a les courbes dont les formes sont ci-contre (Jig' 6), et 
Ton se rend alors facilement compte de la forme générale de ces courbes. 



Fig C). 




?r-^^ 




^=3 



-rf # 





i. Cherchons maintenant dans quelles régions du plan les fonctions 9|(a). 
^2(^^)1 • • • ? ^/j(^)î • • • permettent de sommer la fonction. 
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Considérons les inverses de ces fondions 



I 



et soienl Ti, F^, . . ., Fy, leurs polygones de sommabililé. 
Si le point z est dans l'aire F,,, on aura évidemment 

lim y. =: 5- 

Si z est en dehors de F^, cette limite est nulle, il y a indétermination si le 
point z est sur le polygone limite. 
Considérons alors l'expression 

On voit de suite que, si le point z est à Fintérieur d'un ou plusieurs des polv> 
gones F, cette limite sera précisément égale à S^ si, an contraire, :; est sur une 
des courbes limites ou à l'extérieur de toutes ces courbes, la limite sera indéter- 
minée. Nous avons donc ainsi formé une expression analytique qui converge, si 
seulement un des 8 converge. 

Il suffit d'examiner la forme des courbes F pour voir de suite que l'expression 
précédente convergera dans tout le plan, sauf dans une aire limitée par ceux des 
arcs de Vp qui passent par les points singuliers ainsi que sur les courbes F. On 
voit de suite, à l'aide de cette proposition, que l'on peut sommer dans tout le 
plan, sauf sur un ensemble de lignes, une fonction n'ayant que des points singu- 
liers isolés; eu effet, à cause de la forme des courbes Vp, on pourra toujours dé- 
terminer/? de telle sorte que l'expression précédente converge au point z; il n'y 
aura exception que si z est sur les droites qui passent par Forigine et les points 
singuliers de la fonction ou sur une des courbes F. (On pourrait éviter le dernier 
cas d'exception en prenant d'autres fonctions de sommabilité qui auraient, par 
conséquent, d'autres courbes limites.) 

5. La formule précédente subsiste si l'on prend une infinité de fonctions Oy,, à 
la seule condition de multiplier chaque terme par le terme correspondant d'une 
série convergente, la série e, par exemple; on aura donc ainsi 

/{z)- hm 
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Si la fonclion/(w) n'a que des points singuliers isoles, celle expression conver- 
era dans tout le plan, sauf sur les courbes F. On a donc ainsi le ihéorème 
suivant : 



Ï3 



Si une fonction n^a que des points singuliers isolés^ on peut trouver une 
expression analytique ta représentant et qui converge dans tout le plan sauf 
sur un ensemble dénombrable de courbes. 

Si la fonction admettait des lignes singulières, il y aurait des aires où l'expres- 
sion précédente divergerait. Il poul encore arriver que les points singuliers de la 
fonction forment un ensemble parfait discontinu, il y aurait lieu d'étudier à part 
ce cas. 

L'expression précédente peut évidemment se mettre sous la forme du quotient 
de deux séries doubles; il suffirait de poser 

F' 



et l'on aurait évidemment 



2 ^J"." 



„\ /'.« 



/(=)= 



2 



p,ti 



V 



6. jNous allons maintenant montrer que Ton peut d'une façon analogue trouver 
une expression analytique qui converge aussi sur les courbes F; en effet, consi- 
dérons l'expression 

lim — '- 



«7 — ao 
ft — 90 



Il est facile de voir que cette limite est égale à ^ (A* étant un facteur numérique 

<:ompris entre o et i) quand le point z est à l'intérieur des courbes r< ; si tous 
les 0^, sauf un nombre fini d'entre eux, convergent au point 5, on aura A' =r i ; si 
tous divergent, sauf un nombre fini, on aura A' = i . Si le point z est sur une 
des courbes F, la fonction correspondante hp est infinie ou indéterminée; dans 
le premier cas, il n'y a rien à dire, car l'expression (i) est convergente; dans le 
second cas, il est facile de voir qu'il en est de même, car on ne change évi- 
demment pas la limite de (i) en modifiant un nombre fini des 0. On a donc le 
lliéorème suivant : 

IJ expression (i) est convergente dans tout le plan y sauf : i" sur les droites %\ 
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'à"* aux points où il passe une infinité de courbes F; 3** aux points où il ny 
a qu^un nombre fini de 6 qui convergent. 

II serait aisé d'éliminer le dernier cas. 

7. On peut aussi considérer Texpression 

b'' 1 k 






« = «0 



Elle jouira exactement des mêmes propriétés que l'expression (i) et con- 
vergera dans le même domaine, on le voit en se reportant au Mémoire de 
M. Borel. 

Il est facile de s'assurer que le nombre k est le même dans les deux cas; ce 
nombre dépend uniquement de la position des points singuliers de la fonction, et 
il exprime en quelque sorte (ainsi qu'où le voit de suite par la première défini- 
tion) la probabilité pour qu'une fonction prise au hasard dans l'ensemble de 
ses analogues converge au point z considéré. On voit ainsi (]u'a Tintérieur 
du cercle de convergence ^=1; aux points singuliers et sur les droites (a), 

A* O j . • • • 

Si, au lieu de la suite 0^,, où les/> sont des entiers, on prenait une autre suite, 
on aurait une définition analogue du coefficient k relatif à cette suite. De la for- 
mule (1) il est facile de déduire A* et S : il suffit, en effet, do former l'expression 
analogue 

hm — ^r— — 



a = « P 



s*' 



on pourra alors calculer S et k. 



8. La méthode qui vient de nous servir pour former, à l'aide des fonctions 6^, 
une expression analytique convergeant dans une région étendue du plan, peut 
s'appliquer dans bien d'autres cas pour former des expressions analytiques qui 
convergent dans des aires étendues. 

Ainsi, on peut, par exemple, appliquer cette méthode au cas d'une fonction 
analytique définie par ses éléments. 

Considérons, en effet, une fonction analyti(|ue (définie par ses éléments) /(z) 
que nous supposerons d'abord uniforme dans tout le plan; on sait que l'on peut 
la définir par une infinité dénombrable d'éléments T?{z — 'a,, a,,.. ..««)? ^" *<? 
a2, . . . , 0L,i sont des indices entiers prenant toutes les valeurs possibles et où n 
tend vers l'infini. Cet ensemble d'éléments étant dénombrable, on peut le réduire 
à un ensemble à un seul indice V{z — l\), 

Fac, de T., a* S., I. 21 
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Considérons alors Texpression 

P,-.'(--/x> 



lim y 






où V„{z — /x) désigne la somme des n premiers termes de la série. On voit de 

suite que celle limile est égale à 77—7 cpiand le point -3 est à rinlérieur de un on 

de plusieurs des cercles des élémenls, el elle csl indéterminée si le point z est sur 
un de ces cercles. 

On a donc le ihéorème suivant : 

On peut irouK'er une expression analytique représentant une fonction uni- 
forme qui converge en tous les points du plan qui peuvent être compris à 
^intérieur d'un élément, el qui esl indéterminée sur les cercles de convergence 
de ces éléments, c'esl-à-dire sur un ensemble de courbes qui sera dénombrable; 
il suffira pour cela de former Texpression 

qui peut aussi se niellrc sous la forme d^un quotient de deux séries doubles. 
On peut également considérer des expressions de la forme 



)'L"I i2**«'(--'''^' 



/i= «0 7 = 



expression qui esl égale à {k étant un coefficient réel compris entre o et i 

analogue à celui (juc nous avons déjà défini), pour tout point compris à Tinté- 
rieur d'une infinité d'éléments et qui converge même s'il passe par le point con- 
sidéré un nombre fini de cercles d'éléments. 

9. La méthode donnée précédemment permet de sommer une fonction uni- 
forme dans des régions très étendues, quand celle-ci n'a que des points singu- 
liers isolés, mais si la fonction a des lignes singulières, il y a des aires qui 
peuvent être considérables où cette méthode ne permet pas de sommer la série. 
Nous allons voir comment, pour certaines fonctions uniformes particulières, on 
peut sommer dans ces régions. 

Considérons d'abord une progression géométrique 

I _ , ,2 

— 1 -\- z -T~ Z' — r- . . • « 

I — ;: 
posons 

S;, m 4-c -h. . .4- 5"-* 
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La liiiiile généralisée de la suite S„ sera la limite de l'expression 



1 "~~ z 



pour a =:-\- zc. On a supposé, pour établir la notion de limite généralisée, <|ue a 



1* • 




était réel et positif; supposons maintenant que a tende vers Tinfini suivant un 
certain argument et cherchons ce qui arrive en ce cas; soit donc 

a =:p(cos« 4- /sina), z = /-(cosO 4- /sin 0), 
pour que 0(a z) ait une limite finie ; il faudra que Ton ail 



ou 



Partie réelle de [pe^^(re'^ — i)] < o 
cosa(/cos{) — i) — sina/sin9 < o, 



ce qui donne comme courbe séparatrice la droite 

cosoc{x — i) — - sin«/ < o. 
C'est une droite qui passe au point s et qui fait Tangle a avec la tangente; la 



Fig. «. 




région de sommabilité est, comme on le voit de suite, celle où se trouve Torigine 

dans le cas de la /ig. 7, c'est celle où n'est pas Torigine dans le cas de la /ig, 8. 

En particulier, si a = 7:, on voit que la région de sommabilité est définie par 
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la langenle au point A du cercle et qu'elle est précisément la région où divcrgr 
h{az) dans le cas où a' croît positivement. On voit donc que, par ce procédé, on 
peut sommer la progression géométricpie en tout point du plan; nous allons 
chercher à voir ce que donne celte mélhode pour des séries plus générales. 

10. Remarquons d'abord que nous aurions absolument le même résultat pour 

la fonction 

I 

ou même pour une fonction de la forme 

A;,| 



2ô 



(1-5) 



m 



Considérons maintenant une fonction ayant deux points singuliers de la 
forme 



<')=2H^-^2 



o-jr "o-o" 



Le domaine de sommabililé, quand a est positif, est Pangle ^ Ay; si a = oe'*, 
c'est Tangle pA'y de la figure, et Ton voit aisément dans ce cas c|ue Ton peut 
sommer en tous points du plan, sauf sur Tare de cercle jîA'Ay. 

Kn elTet, soit B' un point de cette aire; on peut toujours déterminer B de telle 
sorte qu'un point M donné à l'avance soit dans l'angle ^By ou dans son opposé 
par le sommet; on prendra alors l'angle a ou l'angle a -f- t: correspondant et 
h{az) convergera au point considéré. Par conséquent, on peut sommer le déve- 
loppement en série de Taylor d^ une fonction de la forme précédente dans 
tout le plan, sauf sur l'aire de cercle y A, 3. 

On voit de suite que le raisonnement n'est nullement changé s'il y a d'autres 
pôles sur l'arc de cercle yAji; on en déduit le théorème suivant : 

Si une fonction de la forme 



m 



(satisfaisant aux conditions exprimées par M. Borel dans sa Thèse) a tous ses 
points singuliers sur un arc de cercle passant par ^origine, on peut sommer 
la série de Taylor qui développe cette fonction dans tout le plan sauf sur 
cet arc de cercle. Les points singuliers peuvent être isolés ou former une on 
plusieurs lignes singulières. 
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Si Ton a, d'une façon générale, une fonction 



'^^■'^-1^. 



m 



les résultats ne sont pas si complets; d\ine façon générale, on pourra sommer 
dans le polygone curviligne (/iff* 9) formé par les arcs de cercles passant par 



i'»s- *)• 




deux points singuliers et le sommet du polygone de sommabililé correspondant, 
ainsi qu'il est facile de s'en assurer. 

Dans le cas où tous les points singuliers de la fonction sont du même coté 
d'une droite passant par Torigine, on peut sommer dans tout le plan, sauf dans 
une aire curviligne limitée par des arcs de cercle passant par Torigine cl deux 




des points singuliers. La /ig. 10 ci-jointe est faite pour le cas de trois points 
singuliers. Rien ne serait évidemment changé si, à l'intérieur de Paire aA^ByC, 
il y avait des points ou des lignes singulières ou même des espaces lacunaires. 

H. Si, au lieu de la fonction e"", on employait, pour sommer la série, une 



funclioii (''"'', on |ioiiiTa sommer les fondions f(z) dans des aires dilTërenles Je^ 
jtrc'cédenlrs; consrdi^rons, en pitrticiilier, la sommalion obtenue en prenant e"' 



pour <|nc relie expression converge, il faudra que l'on ait 

Partie réelle de fl*{3' — i><n, 
c'est-à-dire 

' ;'cosa(0 + w) — COS3U < o, 

iiù l'on a, comme précédemment, 

La courl>c de séparation est l'Iiyperbole éqtiilotf^re (Jiff- 1 1) cl recouverte de 




li.icliurcs. On verrait, de même que dons le cas précédent, que l'on peut ainsi 
sommer dans tout le plan. 

Si la fonction de la forme cp(:) avait plusieurs points singulier!, on potirraii 
sommer dans nue aire limitée par des aires de la iemniscatc ayani leurs points 
doubles -^ l'origine et passant par deux points singuliers. 

Il est facile de voir que si 

p — \cos(a -t-ffl) 

est l'équation du eercle qui passe par deux points singuliers et l'origine, l'équa- 
tion de la leinniseale correspondante sera 

p'r:- AcOS3(a -t- ?). 

Plus généralement, si l'on prend la fonction de sommahilité e"', les courbes 
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limilcs seront de la forme 



(I) 



r^ cos / ( 9 H- a ) — ces / o) = o, 
p* = AcosÂ-(oc -h 9). 



Kii particulier, si la /onction 'f (^) ff ions ses points singuliers sur la 
courbe (1) on pourra sommer dans tout le plan, sauf sur un arc fie cette 
courbe. 

Dans Ions les eas, la région de sonimabiiilé sera formée par des arcs de courbe 
tels que(i); cette région pourra être fermée ou bien s'étendre à Tinfini. 

Considérons un système de /«* droites passant par Torigine et faisant entre elles 

des angles égaux à -; supprimons les angles de deux en deux comme sur la 
/ig. 12; si en faisant tourner tout le système autour de l'origine on peut trouver 



rig. i-Jt. 




une position de celui-ci pour laquelle tous les points singuliers sonl dans les 
angles non ombrés de \oJig. 1», le domaine de sommabilité s'étendra a Tinlini : 
<lans le cas contraire ce sera un polygone fermé simplement connexe. 

12. A l'aide des principes précédents, il est très facile de sommer une Conclion 
^(z) en un point <|uelconque du plan; en effet, considérons la suite 

qui s'obtient simplement en remplaçant, dans la suite considérée plus haut, a par 
— a; il suffit alors d'examiner la forme des courbes V pour avoir le théorème 
suivant : 

aSî la fonction ^(z) na pas deux points singuliers sur une droite f/uel- 
conque passant par l'origine parmi les fonctions de la suite précédente, il y 
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''// a toujours une qui comerge en un point arbitraire M qui n^est pas un 
point sinf^ulier de 'f ( ^ ) . 

Si, sur une droite, passant par Torigine cl du môme côte de ce point, il y avait 
deux poinls singuliers, on ne pourrait sommer la fonction sur le segment de 
droite joignant ces deux points. 

Par la môme méthode que précédemment on pourrait trouver une expression 
analytique convergeant dans tout le plan et représentant la fonction; il suffirait 
d'appliquer la formule donnée précédemment en changeant partout a en — a. 

Si la fonction à sommer était de la forme 

F(^)=/(c)-^9(^), 

{n\ f{z) est un polynôme en z^ on ne pourrait plus sommer pour les valeurs né- 
gatives de a^ mais il est facile, dans ce cas, de tourner la difficulté; il suffit, 
7. étant, par exemple, un des points singuliers de 0(2), de considérer la 
fond ion 

■^ I ^ - ) — -; TTT, — -, rr: -^ 



(-^y (-ir (-:)■ 



qui sera alors une fonction de même forme que ^{z) et que Ton pourra, par con- 
séquent, calculer comme précédemment; on déduira ensuite facilement F(^) 
de Fi(w). Par cette remarque, on voit que Ton peut sommer les fonctions uni- 
formes représentables par l'expression de M. Mittag-Leffler, chaque fois que le 
point à rinfini ne sera pas un point singulier essentiel. 

13. Considérons la fonction définie par Tégalité 

que nous avons déjà considérée; si Ton désigne par ^{az) la limite généralisée 
de son développement de Taylor, on aura de suite 

Il est facile de voir que si e"^-"*^ tend vers pour a = », suivant ud argu- 

ment quelconque compris entre 

im: et a/iTTH — 
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^(az) tendra vers ^(5); en effel, on aura dans ce cas 

cob&)(j:' — i)— sinG)r < o, 
et si cosco >• o, on aura évidemment 

(cosw^x — slnwj)/ — coso) <o, 

t étant compris entre o et 1 ; par conséquent, iVIément difrérentiel est nul et lu 
proposition est démontrée. 

Par conséquent, si Ton considère une fonction de la forme 



F(.)^Z+.(|) 



on voit de suite, par ce qui précède, que Ton peut, en faisant varier (o entre 



TT 



TT 



el H — > sommer son développement de ïajior dans un polvgone limité par 

des arcs de cercle passant par deux points singuliers et Torigine. Dans le cas où 
tous les points singuliers sont du même colé d'une droite passant par Torigine, 

Fig. i3. 




Taire s'étend à Tinfini et affecte la forme représentée par la Ji*», i3 : les raison- 
nements que Ton étendrait sans peine aux fonctions de la forme e^^ ne nous per- 
mettent pas de sommer la fonction dans des régions nouvelles, mais ils peuvent 
apporter quelquefois des simplifications au point de vue du calcul numérique. 



— •••■ 



CHAPITRE V. 

MÉTHODE DE SOMMATION DES SÉRIES TIRÉE DE LA REPHÉ^ENTATloN 

CONFORME. 



1. Soit A une aire simplement connexe mais pouvant du reste se recouvrir par- 
tiellement ou totalement elle-même; on sait que Ton peut toujours trouver une 
fonction analytique 

(I) 7.r=/{z), 



Fac, de T., a» S., I. 
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(|ui réalise la représentation conforme de Taire A sur le cercle de rayon i ayant 
rorigine comme centre. La fonction inverse 

réalisera alors la représentation conforme du cercle de rayon i sur l'aire A. 
Considérons alors la série de Taylor 

(a) 9(5) = 2«/i^'* 

el faisons le changement de variable défini par (2). Si nous supposons que la 
formule (2) fait correspondre le point o à lui-même, on s'aperçoit de suite que la 
fonction 

9t/.(Z)] 

est régulière dans le voisinage de l'origine; si on la développe en série de Taylor, 

(3) o(-)=9[/,(5)]=2<^'<^"' 

cette série convergera dans un certain cercle du plan des z. Si dans Taire A il n'y 
a aucun des points singuliers de 'f (w), mais seulement sur le contour, on voit que 
ce cercle sera le cercle de rayon 1 ; remplaçons alors :; par sa valeur tirée de (i) et 
l'on aura 

c\ Ton voit (|ue l'on a ainsi obtenu un développement en série de ^{z) qui con- 
verge dans Taire A si cette aire ne contient pas de point singulier. Si Taire A con- 
leuait des points singuliers, le rayon de convergence de la série (u) serait plus 
petit que (1) et la série (4) convergerait dans une aire intérieure a A; si, au con- 
traire, il n'y avait pas de points singuliers à l'intérieur el sur le contour de A, la 
série (4) convergerait dans une aire comprenant A. On voit donc que Ton peu! 
énoncer le théorème suivant : 

Une fonction analytique étant définie par une série de Taylor, on peut 
trouver un développement de la fonction qui converge dans toute aire con* 
nexe comprenant l'origine et aucun point singulier de la fonction, 

Cette proposition, bien connue dans des cas particuliers, peut servira sommer 
la fonction dans des aires où la série ne converge pas. 

2. On peut calculer les coeflicients de (4) d'une façon plus simple que celle 
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indiquée précédemment; en effet, on devra avoir identiquement 

dans la portion commune au cercle de rayon 1 et à Taire A; si Ton a 

(5) /(z) — diZ-ï-âiZ^-h.. ., 



on devra donc avoir 



^0 -- ^0» 

a, =z Ci(?J -4- Ciàff 



équations qui permettent de calculer de proche en proche les c. 

Faisons ici une remarque importante; si nous multiplions les deux membres de 
la première équation par 1, la seconde par 5, la troisième par 5-, et ainsi de suite; 
on ne changera nullement la valeur des quantités c {z. étant supposé différent 
de o), on pourra donc écrire 

Uo = ^09 

où Ton a posé 

U,| =: a^z''^ 

Y „ — Un ** f 

et Ton voit ainsi que pour calculer les c, c'est-à-dire le développement (4) 
en un point, il suffit de connaître les valeurs numériques des termes des 
séries (ol) et (5). 

La sommation de la série (a) est alors ramenée à la sommation des séries (6) 
et (4), ce qui peut être plus simple ou même immédiat si les deux séries sont con- 
vergentes. 

3. Supposons que Ton donne aux coefficients de (5) toutes les valeurs pos- 
sibles, en assujettissant seulement cette série à converger dans un cercle de rayon 
non nul. Si Ton forme toutes les séries (4) correspondantes, il est bien évident 
que, parmi celles-ci, il y en aura toujours au moins une qui convergera en un 
point donné arbitrairement, ainsi que le chemin qui y conduit, pourvu toutefois 
que Ton puisse prolonger analytiquemenl la fonction jusqu'en ce point. 

L'ensemble des séries ainsi formé a la même puissance que Tensemble des fonc- 
tions analytiques, mais il est bien évident que Ton peut trouver un ensemble 
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<5niiniérablc jouissant des mêmes propriétés au poinl de vue qui nous occupe; 
ainsi on pourrait prendre, par exemple, toutes les séries (5) dont les termes sont 
rationnels; il serait sans doute aisé de montrer que, dans Tensemble des séries (4) 
obtenues, i/ y ru a au moins une qui comerge en un point donné quelcontiue , 

On peut encore, d'une manière simple, former un ensemble dénombrable de 
séries telles que (4)i telles qu'il y en ait au moins une qui converge en un point 
arbitrairement donné. 

Kn edet, considérons un point M (/?^. il) et un chemin (^ y conduisant; con- 

rig. i'|. 




sidérons une chaîne quelcon<|ue A' éléments ayant leurs centres sur la courbe (/, 
il est bien évident «pie si Ton prend pour aire A Taire indiquée en gros traits sur 
la figure, la série (4) convergera au point M. On voit ici de suite que Ton peut 
ainsi former une infinité dénombrable de séries (5) telles (prit y en ait au moins 
une convergeant en un point arbitrairement donné. Kn efl'et, M. Puincaré a dé- 
montré (fue Ton peut définir une fonction analytique par un ensemble dénom- 
brable (réiéments (en <'cartant quehpies points particuliers) et la proposition est 
alors <'vi dente. 



i. Nous voyons ainsi cpie Ton peut, de plusieurs manières, définir un ensemble 
de séries telles (pie ( ( j, (|ui dr*finissent la fonction en tout point de son domaine 
ilexistence (à quelques exceptions près). Or on remarque facilement que l'on 
peut former ces séries sans connaître la forme anal\li(pie de la série donnée, mais 
seulement la râleur même de ses termes; on y parviendrait, par exemple, en 
prenant pour l<>s séries (5) toutes les séries dont les termes sont rationnels (on ca- 
ractériserait d<* même facilement les séries numériques que donne le développe- 
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ment en un certain point des fondions qui représenlcnl l^aire dt'linio plus liant). 
Soient 

les sommes des n premiers termes de ces diverses séries; parmi ces suites, il y v\\ 
a au moins une qui converge au point considéré; on pourra alors raisonner abso- 
lument, comme au Chapitre précédent sur les 0(^^) cl former des expressions 
analytiques représentant la fonction dons des aires étendues; si la fonction est uni- 
forme, on pourra trouver une expression analj'lique (pii la représente dans tout 
son domaine d'existence, sauf sur un ensemble de lignes (les courbes de conver- 
gence des diverses séries) formant un ensemble énumérable; si la fonction n'est pas 
uniforme, on pourra facilement former des expressions qui permettraient de cal- 
culer ses diverses déterminations en chaque point du plan. 



CHAPITRE VI. 

GÉNÉRALISATIONS DIVKRSKS. 



Dans les Chapitres précédents, nous avons considéré pr(!S(|nc uniquement (le> 
séries de Taylor; nous allons maintenant chercher à montrer brièvement com- 
ment les principaux résultats obtenus peuvent s'étendre à des séries de fonctioii> 
uniformes. 

1. (Considérons une série de fonctions uniformes (' ) 

(0 /(o= y "«(-). 



Dire que la série précédente converge au point z = ^o, c'est dire que la sérir 

converge au point /= i, c*est-à-dire que le ravon de con\ergence de cette série 
est supérieur ou au moins égal à i . D'après la méthode générale donnée par 
M. Hadamard, on sait calculer le ravon de convergence de {'i)\ soit R(::o) ^^ 



(1) Nous supposerons qu'elle converge dans une certaine aire connexe. 
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rayon de convergence ; si 

|R(^o)l>i, 

la série (i) converge et Téqualion 

(C) |R(5)I = ' 

définit la courbe de convergence c de cette série; en dehors de cette courbe, elle 
diverge et sur la courbe elle peut converger ou diverger; c'est un cas que nous 
examinerons plus loin. 

Considérons maintenant la fonction adjointe 



E 






La fonction entière adjointe de (2) sera E(rt^). 

Cette fonction permet de calculer les points singuliers de la fonction de / définie 

par Téquation (2). Soient 

«0(5)» 



av(-) 



ces points. Pour que la série (1) soit sommable en un point ;; = 2o, il suffit que la 
série (2) soit sommable au point / = 1 (*); or, il faut pour cela que Ton ail 

Partie réelle | aô*(^o) — "| <o» 



Partie réelle | a7'(5o)— i| <o; 

par conséquent, les égalités 

(3) Partie réelle | a7*(5)— 1 ' = (v 1= 1, 2, 3, . . .) 

définissent la région de sommabililé de la série (1). 

Si le point Zq était sur une des courbes (3), la série (1) pourrait être sommable 
ou non en ce point. 

Plus généralement, si Ton considère une fonction de la forme Ep(a), on verra 
de suite que le domaine de sommabilité sera un polygone convexe formé avec les 
arcs de courbes 



Partie réelle av(^) — i| = o (v = i,a, 3, . . .), 
disposés comme dans le cas des séries de Taylor. 

(<) Quand z varie dans une aire à un seul tenant ayant une partie commune avec le do- 
maine de convergence. 



KSSAl SCU LES SÉKIES DIVERGENTES. I7I 

l^osons, (l'une façon générale, 

-- - =Xv(^,7)+ ' Yv(^,7), 
la courbe de conveigence de la série (i) sera donnée par l'équation 

(C) x; ^Y,* = i, 

où Ton suppose que le premier membre esl le plus petit de ses analogues. 

Le polygone de sommabilité relatif à la fonction E(^) sera limité par les aro 
des courbes 

(Di) \y,{jr,y)—\ (v=:i,a,3, ...); 

d'une façon analogue, on trouve que le polygone de sommabilité relatif à la fonc- 
tion E2(a) est limité par les arcs de courbes 

(l>v) Xî(a-,7)— Y^{x,j)~i (v=:i,2, 3, ...); 

de même on aura pour la fonction E*-(^/) 

(1)») Xv(X«-3YvM^i (vi=i,2,3, ...), 

et ainsi de suite. 

Les diverses courbes D comprennent toutes, à leur intérieur, iti courbe CI et 
Vaire qiCelle renferme; d'une façon plus générale, la courbe D" renfermera à 

son intérieur la courbe D* ; du reste, toutes ces courbes soni tangentes enlrr 
elles et à C aux points définis par les équations 

X^(j:, .v) -:i, 

V;,(J^, V)=:0, 

les/? étant les indices pour lesquels l'expression Xy-I- Yv a le plus grand module. 
Les fonctions E;,(^/) permettent de sommer la série (1) dans des aires où iJU- 
ne converge pas; d'une façon générale on pourra sommer la série ( 1) au point r,. 
si l'on peut sommer la série 

au point / = 1. Or, on déduit facilement des propositions démontrées précédem- 
ment que, pour qu'il en soit ainsi, il suffit que la fonction ^(/) n'ait pas de |)oint 
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sinfiiilier sur le segment 01 (./?^. i5). Soient 



les points singuliers. Posons 
Il faudra (|ue Ton ait 



ou bi 



leii 



Les équations 



«v ( ^0 ) 






Bv = o 

Av>i ou Av<o. 

Bv(-) = 0, 
o< Av(-) <i, 



(V=:l, •.^ . . .) 



(v = i, a, . . .). 



(léiinissent un ensemble de lignes sur lesquelles on ne pourra pas sommer la 
série (•i) par ce procédé. 

'ig. 1.). 



Par conséquent, on voit que, dans des cas très grnrrattx, on pourra sommer 
/a /onction (1) sauf sur un ensemble de lignes. 

Faisons quelques applications; considérons en particulier une série de poly- 



nômes de Legendre 



on sait que Ton a 



V(z)=i^c„X„, 

(l-^2tZ^t'f^=^\„t". 



Par conséquent le ra^on de convergence de cette série sera la plus petite en mo- 
dule des deux fonctions 

et le rayon de convergence de (i') sera 



rR(5), 
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OÙ /• est le rayon de convergence de la série 

La courbe de convergence de (i') s^obtient en posant 
(C) rlMz)^i 

et Ton trouve facilement pour Téquation de cette courbe 



^i('-^-;) 



ou bien 



^^ -^^r-h- lcos(p, 

résultat bien connu. 

Les points singuliers de la série 

seront 

Pîv —(Xy(z-hs/z*— l), 

(3,v+i — «v(s — V^s*— i), 

ainsi qu'il ressort de suite du théorème de IVl. Hadamard (où les a sont les points 
singuliers de V c„ /" j . Posons 

il vienl de suite 

P,v= aav? «*^= 2 Av|[cos((p 4- «y) -+- «sin(<p -t- «v)] («v^ Ave^«v), 
Ptv= ^^^^ = ^[cos(av- ?) 4- « sin(«v- ?)]; 

écrivons que B = o, il vient 

Les courbes correspondantes seront données par 

Z — fe±(*^-«v) H — 

Fac. rfe r., a* S., I. 23 
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On voit tic suite que ce sont des trajectoires orthogonales de (C), c'est-à-dire des 
hyperboles avant mêmes foyers que C. On verrait facilement de même la signifi- 



cation des inégalilés 



o< Av<i, 



et Ton voit que Ton a le théorème suivant : 

On peut sommer, par la méthode de M. Borel, une fonction donnée par 
une série de fonctions sphériques dans tout le plan, sauf sur des arrs d'hy- 
per bo/e. 

Considérons maintenant la série de Lagrange 

^^ -y s a" 



ou 



où z est racine de 



S = '_ r/^z)r.(z)àz 
^" 271 J^ (z-:r)-~ 



z .r o:f{z) = o. 



On sait que, pour que la série converge, il faut que Ton ait sur le contour S 



z — Ji- 



X étant à {^intérieur de S; il vient de suite 



"- ' ^ n\ iTzJ z - .V 

pour que celte expression tende vers zéro pour (t = dc, il faut et il suffit que l'on 
ait sur le contour C 

(xf{z) 



Partie réelle 



z — JC 



<o, 



ce qui permettra de calculer la valeur de ta série dans une aire plus étendue. 

Plus généralement, si Ton considère la fonction Ep(a), on voit qu'elle tendra 
vers zéro dans toute aire où Ton aura 



Partie réelle f^^/i^y-il 



<o. 



Il serait facile de montrer que, à l'aide de ces diverses fonctions, on pourrait 
calculer la valeur de la série donnée dans tout le plan, sauf sur un ensemble de 
lignes. 
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Nous avons supposé que le ravon de convergence 11(5) de la série (2) était 
fonclion de (5); il n'en est pas toujours ainsi; il peut se trouver quMI soit constant; 
trois cas peuvent alors se présenter : si R est constant et plus grand que i, la 
série (2) sera convergente au point / = 1 quel que soit z et, par conséquent, la 
série (i) sera convergente dans tout le plan; si, au contraire, R -< i , la série 
sera (*) toujours convergente, quel que soit 2; si R= 1, il y a doule; le point i 
est alors sur le cercle de convergence de la série (2), el, pour savoir si la série 
converge en ce point, il faudra étudier V ordre (*) de la fonction sur le cercle. 
De même, les points singuliers de (2) peuvent ne pas dépendre de z et les mêmes 
circonstances que précédemment se présentent; il en est ainsi, en particulier, 
pour la série de Riemann 



Pour traiter ces cas, il faudrait définir et étudier, d'une l'açon analogue à celle 
qu'a employée M. lladamard. Tordre de la série sur une courbe limite du domaine 
de sommabilité. 



( I) Hadamard, Thèse de doctorat. 
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DEUXIEME PARTIE. 



CHAPITRE L 

SUR LA DÉFINITION DES CONSTANTES DE TRACTION ET DE TORSION. 



Le sujet qui va nous occuper renferme de nombreux résultais contradictoires 
qu^on doit attribuer au manque de méthode. 

I** On ne prend pas la peine de définir les constantes dont on parle. On peut 
donner par exemple plusieurs définitions expérimentales distinctes du coefficient 
de Poisson : elles conduisent à des nombres qui n'ont aucun rapport entre eux 
et représentent des qualités essentiellement différentes de la matière. 

2® On choisit une définition, mais la technique n'jr correspond pas. Ainsi les 
expériences analogues à celles de Wertheim, pour déterminer le coefficient de 
traction, n'ont absolument aucun sens. 

3** On prend comme définition le résultat brut et complexe d'une expérience. 
Ainsi, Tomlinson appelle coefficient de torsion le couple déduit de la durée des 
oscillations, quand on suppose que les forces se réduisent à deux, Tune propor- 
tionnelle à l'écart, l'autre à la vitesse. Sa constante de torsion est une quantité 
mal définie et sur la valeur de laquelle on ne peut baser aucun raisonnement. 

De ces errements découle une grande confusion : nous chercherons à les éviter 
sans crainte de nous appesantir sur des discussions trop subtiles. Il serait préfé- 
rable de faire moins d'expériences et de savoir un peu mieux ce qu'on fait. Nous 
choisirons les définitions des constantes de torsion et de traction, puis nous cher- 
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chcrons une expérience telle que la valeur numérique de la quantité définie en 
résulte : rien a priori ne prouve qu'il soit possible d y parvenir. 

Sur un fil, Il est seulement possible de faire deux expériences distinctes et, par 
conséquent, de déterminer deux constantes caractéristiques. 

Soient l la longueur du fil, Y^ sa tension .'faisons varier d'une manière 
quelconque P entre les limites P| et P^, ou bien l entre les limites /| et Z^; si 
toutes les courbes représentât lies de l en fonction de P sont une seule et même 
droite, nous appellerons consT^yrE de traction le rapport 

m - — / • 

dl' 

elle sera ainsi définie entre les limites P|, /| et Pj, l^. 

Soit a V angle de deux diamètres pris sur deux sections droites du fil 
distantes de i*^"* et C le couple; faisons varier d'une manière quelconque C 
entre les limites Ci et Co, ou bien ol entre les limites ai et cl2\ si toutes les 
courbes représentatives de a en fonction de C sont sur une seule et même 
droite, nous appellerons constante de torsion le rapport 

elle sera ainsi définie entre les limites C|, ai et C^, aa- 

Ces définitions sont parfaitement nettes : elles coïncident avec les anciennes, 
quand ces dernières ont un sens. Nous insistons sur ce fait que rien ne prouve 
qu^on pourra toujours, et dans toutes conditions, obtenir ce cycle rectiligne 
imposé par la définition, et, par conséquent, déterminer par une expérience di- 
recte, en tous les points du plan, un coefficient de torsion ou un coefficient de 
traction. 

Comme Texpérience montre qu'assurément les conditions imposées par la défi- 
nition ne peuvent être réalisées que pour de très petits cycles, nous sommes 
conduits à en étudier de tels : parmi tous les petits cycles étudiés, si nous en ren- 
controns de rectilignes, nous en déduirons immédiatement les valeurs des cons- 
tantes correspondantes. Toutes les méthodes propres à étudier de petits cycles 
sont propres à déterminer les constantes, pourvu qu'elles nous permettent de 
constater s'ils sont réellement rectilignes et quelle est alors leur inclinaison qui 
en est la caractéristique. 

Il est possible qu'on ne puisse pas décrire de petits cycles rectilignes dans 
tout le plan et, par suite, en certains points, déterminer directement la valeur 
des constantes. Cela ne prouve pas que les causes auxquelles correspondent 
ces constantes n'existent pas alors; on veut dire simplement par là qu'elles sont 
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mélangées à d'autres phi'^iomrncs qui les masquenl plus ou moins. Nous sommes, 
au contraire, sûrs que ces causes agissent seules, si le cvcle est recliligne, et c'est 
pourquoi nous avons choisi noire définition. 

Même quand le cjcle n'est plus rectiligne, rexpcrience monlre que sur un dos 
parcours du cvcle, et généralement en certains points de ce cjcie, les causes aux- 
quelles correspondent les constantes sont plus isolées; on peut s'arranger même 
pour que leur action soit absolument prédominante. Mais ce ne peut être là qu'une 
loi secondaire qui n'a de sens que si l'on connaît par ailleurs, et sans contestation 
possible, la valeur des constantes strictement déterminée. 

MéTHOnES ST.VTIOUES POUa DÉTEIIMINER LES <:OKSTV>TES. 

Les méthodes statiques de détermination des constantes reviennent à appliquer 
la définition : la technicpie prend des formes différentes suivant qu'il s'agit de F 
ou de 4^; dans le premier cas, on impose les limites a, et ol^; dans le second, les 
limites P| et P.j. 

On doit, d'après la définition, pouvoir faire varier Pou C, a ou / d'une manière 
quelconque par rapport au temps. Mais Texpérience prouve que si le cvcle est 
véritablement recliligne pour une loi de variation, il Test encore pour une autre 
quelconque. On choisira donc une loi déterminée de variation périodicpie et. 
naturellement, ce sera la loi sinusoïdale dans le temps, parce que c'est la plus 
simple à réaliser et, mathémati(|uement, la plus facile à traiter. 

Détermination de T. 

Pour déterminer F, on impose donc au fil une torsion périodique sinusoïdale 
d'amplitude constante, par un procédé tel que celui qui est décrit dans un Mé- 
moire publié dans les Ann, de Cliim, et de Phys. poiir 1898. Sans revenir sur 
les détails de l'installation, qu'il me suffise de rappeler qu'on utilise les propriétés 
de l'excentrique. Le fil est attaché à un dynamomètre de torsion dont on déter- 
mine les indications extrêmes C| et C^. On est assuré que les conditions spécifiées 
dans la définition sont satisfaites : 

1** Quand les couples Ci et C^ restent invariables; 

7? Quand, en diminuant l'amplitude a^ — ai, il y a proportionnalité entre cette 
amplitude et la différence des couples C2 — C|. 

La méthode porte avec soi sa vérification ; elle doit être seule appliquée pour 
les matières très molles^ comme les métaux à température éln^ée, et ne peut 
être simplijiée sous aucun prétexte ; il est absurde de remplacer la torsion pério- 
dique par une torsion unique : on ne peut avoir aucune confiance dans des expé- 
riences à haute température qui n'auraient pas été faites avec ces précautions. 
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Déjà, vers 200", sur du plaline, on s'aperçoit de la nécessité d'une technique 



rigoureuse. 



Détermination de <b par traction. 



La méthode qui permet de déterminer O par traction doit être calquée sur la 
précédente. Cette méthode présente tant de difûcultés presque insurmontables 



Fig. 1. 




et, sous une forme incorrecte, a été si souvent employée, que nous sommes tenus 
à une discussion complète (*). 

On impose au fil une charge périodiquement et sinusoïdalement variable dans 
le temps, entre les limites constantes P| et P2. On détermine la variation corres- 



( I) On comparera ce qui est dit dans ce paragraphe au Mémoire de M. Brillouin, Écarts 
à la loi de Hooke (Ann. de Chini. et de Phys,, 1898), où il discute savammeat les diffi* 
cultes inhérentes à l'expérience. 
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poDilaiite de la distance comprise entre deux repères situes aux extrémités du fil 
(généralement les points d'attache). 

On ne fait la mesure que lorsque les conditions suivantes sont réalisées : 

r* Les longueurs limites /| et I2 sont constantes; 

2® Quand on diminue rinlervalle Pa — Pi, la différence /^ — /| diminue dans 
le même rapport. 

Pour la traction des fils, la seconde condition est toujours réalisée si la preniièrr 
Test, parce que le cycle est tout entier d'un même côté de la traction nulle. 

Ici encore, il est absurde de simplifier et, comme nous le verrons plus loin, 
même quand ces conditions sont réalisées, on n*est pas sûr d^avoir une valeur 
exacte de ta constante de traction. 

Occupons-nous d'abord des procédés qui permettent de faire varier la charge : 
le principe est toujours le même, Texcentrique. On peut réaliser deux dispositifs 
qui présentent des avantages spéciaux. Lorsque l'intervalle P2 — P| est assez petit, 
on utilise le principe d'Archimcde et les vases communiquants sous la forme sui- 
vante .(y?^. i). On suspend au fil un flotteur cjlindrique qui plonge dans un \ase 
cylindrique k\ où l'on fait varier le niveau de l'eau. Un second vase cylindrique t'a, 
communiquant avec le premier, est suspendu à une manivelle MM fixée sur la 
roue RR. On obtient le mouvement lent de la roue au moyen d'un petit moteur 
par rintermédiaired'un train d'engrenages. Dans nos expériences, on s'arrangeait 
pour que le cycle durât trois minutes environ. Ce procédé est très facilement appli- 
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cable lorsque Tintervalle i*^ — P, est inférieur à i''^ par exemple; il ne faut pas 
oublier cependant que le poids à mouvoir est toujours très supérieur à P^ — P|, 
et qu'il doit être soigneusement équilibré si l'on veut que le mouvement rotatoire 
de la roue RR soit bien uniforme : on emploiera avantageusement un volant 
lourd fixé aux premières roues (roues rapides) du train. 

Si l'on tient à opérer avec des barres d'énorme section, cette technique est inad- 
missible, parce qu'elle conduirait à dépenser en pure perte un travail considé- 
Fac. de T., i* S., I. 24 



l82 H. BOLASSE. 

rable; maison peut, de bien des manières, tourner la difficulté. Nous n'avons 
pas eu à étudier ces procédés; nous ne ferons donc qu'en citer un, pour montrer 
que la question n'est pas insoluble. Imaginons {Jig' 2) que le fîl ABen expérience 
supporte le fer à T, CADE, chargé en C par un poids P et venant s'appuyer en D 
sur le galet 1. Un arrêt G, H, empêche les mouvements longitudinaux. 11 suffit 
de déplacer périodiquement le chariot R et, par conséquent, le point d'appui I, 
pour obtenir une variation périodique de poids qui s'exerce en A; la variation 
n'est plus sinusoïdale, mais l'inconvénient est minime. On n'a donc pas employé 
les variations périodiques de charge parce qu'elles sont difficiles à obtenir, mais 
parce qu'on ne l'a pas voulu. 

Revenons aux fils fins : l'appareil de mesure des allongements est disposé 
comme suit : 

Le fil est attaché à un bouton B soudé à une plaque P que meut verticalement 
entre les guides GG la vis micrométrique V. Deux forts ressorts RR la rappellent 
vers le bas. Le fil s'enroule sur le cylindre d'acier CC, de 2*^"* de diamètre, et 
enfin il supporte le plateau/?/?. Le cylindre CC porte un miroir M; il est entaillé 
à ses extrémités et forme deux couteaux qui reposent sur des plans d'agate AA. 
On conçoit que les changements de longueur du fil se traduiront par une rotation 
du miroir qu'on mesure par la méthode de PoggendorfT sur une règle de verre 
verticale éclairée par transparence. Les couteaux peuvent être soulevés au-dessus 
de leurs plans d'agate par un mécanisme simple qui permet de ramener le cy- 
lindre toujours dans la n)ême orientation. 

Sous le plateau pp s'accroche le flotteur F lesté avec du mercure et dont nous 
avons décrit le rôle précédemment. Les deux vases communiquent par un gros 
tube de caoutchouc; les échanges d'eau se font instantanément et sans secousse. 
L'appareil, tel que nous l'avons employé, permet d'obtenir un cycle d'une cen- 
taine de grammes, à partir d'un poids arbitraire placé sur le plateau pp. Le fil 
étudié a i"* de long; l'échelle sur laquelle on lit est à r",5o. Un allongement de 
,mm jç £]| gg traduit donc par un déplacement à So*""' du point de l'échelle visé. 
Comme on lit le -^^ de millimètre, on peut donc mesurer le J de ix. La vis micro- 
métrique V sert à ramener le point visé dans la partie choisie de l'échelle. Le 
miroir M est monté sur un bout de tube dans lequel le cylindre CC entre à frotte- 
ment doux, il est équilibré par derrière. Le cylindre CC est noirci sur la surface 
sur laquelle s'enroule le fil, pour que l'adhérence soit plus grande. L'appareil a 
été construit fort habilement par M. Pellin. 

Détermination de ^ par flexion. 

La méthode se présente avec deux techniques qui la rapprochent soit de la dé- 
termination de r, soit de la détermination de ^ par traction. 
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A. Méthode du spiral. — On enroule le fil en un spiral dont on détermine la 
constante de torsion : la méthode est identique avec celle qui permet de déter- 
miner les constantes de torsion : on impose le cjcie en azimuts, et Ton déter- 
mine les couples extrêmes à Taide d'un dynamomètre de torsion. Nous aurons 
Toccasion de revenir plus tard sur cette méthode. 

B. Méthode de la verge. — Une verge est encastrée par un des houls, on fait 
agir sur l'autre un poids périodiquement variable : on détermine le cycle par- 
couru, en mesurant la flèche, c'est-à-dire le déplacement linéaire de l'extrémité 
de la verge. 

Ces méthodes présentent un inconvénient : la déformation n'est pas homogrn*» ; 
mais d'énormes avantages, qui les rendent incomparahlement préférables dans le 
cas des petits cycles, sous les réserves qui seront formulées plus loin. 

i® Le fil ou la verge n'a pas besoin d'être rectifié : sa forme initiale n'inter- 
vient pas : on n'a à tenir compte que des variations de courbure. On évite du 
coup les causes d'incertitude que nous allons discuter ci-dessous; 

a** On peut opérer au voisinage de la déformation nulle, et le couple peut être 
à cheval sur l'axe des allongements; 

3® Elles sont applicables à de gros fils et à des barres de diamètres tels, qu'il 
faut des poids énormes pour les allonger sensiblement ; 

4** Elles sont très sensibles : des déplacements énormes correspondent à des 
déformations insignifiantes; 

3^ La matière occupe un volume petit (méthode du spiral) : on peut la chaufier 
aisément. 

Discussion plus complète de la méthode de détermination 

de <b par traction . 

Pour déterminer <>, on doit faire parcourir au fil des cycles de traction très 
petits, déterminés par la difl'érence des charges AP = P^ — P| et la charge 

moyenne P= — ^ ?• On ne peut évidemment pas, comme pour la torsion, sa- 
tisfaire à la condition P = o : P doit nécessairement être supérieur à — • Le cycle 

est caractérisé au point de vue des allongements par la variation A/=-= /o- - /| de 
la distance comprise entre les repères. 

Il s'agit donc de chercher dans quels cas on obtient un A/ constant par les répé- 
titions du cycle AP, et quel peut être reflet sur cette limite de la position du 
cycle caractérisée par la valeur moyenne P. Nous nous limitons ici au cas oti les 
déformations permanentes sont toujours très petites; nous ne cherchons d'ail- 

lenrs pas sous quelles influences la constante ^ = l-^ peut varier d'une manière 
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periiiancntc, mais simplement quelle est la valeur de la méthode et si les résultats 
(|u*elle semble donner ont véritablement le sens qu^on leur attribuerait à première 
viir. 

L^expérience conduit avec une netteté parfaite aux résultats suivants : 

Lorsque P est suffisamment petit, le cycle tend vers la forme rectiligne; ce qu'on 
reconnaît aux deux caractères suivants : i" les extrémités sont fixes; 2" le maxi- 
mum /.j et le minimum /| de la longueur se produisent au moment où la charge 
passe par son maximum et son minimum. La variation A/ dépend de la charge 
moyen ne V et diminue quand cette charge augmente ; d'où Ton conclurait à pre- 
mière vue que le coefficient ^ croit avec la charge moyenne P. 

Lorsque P croît au-dessus d'une certaine valeur, le cycle n'est plus rectiligne; 
on le reconnaît à ce que les extrémités ne sont |)lus (îles; le cycle rampe vers la 
droite, il y a relard des maximum et minimum de longueur sur les maximum et 
minimum de charge. Le coefficient O ne peut plus se déterminer par expérience 
directe. 

Voici à litre d'exemple et en unités arbitraires pour un fil de 1 5ol^ d'argent raide 
ol un cycle invariable d'une cinquantaine de grammes, la valeur A/ pour des 
charges moyennes P variant de oo^' en ooS' : 

P = 5o 100 i5o 200 2.>o 3oo 

(»44 9^2 929 ()3o 926 925 

Au delà, le cycle n'est plus rectiligne et ne le devient pas par la répétition. 

A quelle cause devons-nous attribuer cette croissance apparente du coeffi- 
rient <^, et aussi les conditions dans lesquelles le cycle se ferme pour de petites 
valeurs de P, alors qu'il semblait qu'il dût atteindre immédiatement une position 
fixe dans le plan? La réponse à ces questions nous éclairera sur la valeur de la 
méthode. 

La cause de la croissance de 4» paraît due a la rectification du fil : celui-ci semble 
d'abord s'allonger plus (pi'il ne devrait, parce qu'une part de son allongement est 
due à cette reclification. Sous ce mot : rectification, nous entendons tout ce qui 
tend, non seulement à amener le fil à la forme rectiligne, mais à assurer la bonne 
définition des points entre lesquels on mesure la longueur, par exemple des points 
d'attache. Le problème expérimental actuel est donc identique a celui que M. Bril- 
louin s'était posé. 

Imaginons qu'au début le fil présente une forme irrégulière : quand on le tend, 
il se rectifie. Il est d'abord évident que, sUl ne Vallonge pas d* une façon pet^ 
manente, la rectification ne peut être complète que pour une charge infinie. 
Imaginons que la courbe qu'il présente en un point soit un cercle de rayon poi 
et soit P la torsion; elle produit, en un point dont la distance au fil supposé rec- 
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lifié esl^, un couple Py, La rectincation entraîne un changement de courbure; 
si est le nouveau rayon, le couple dû au changement est proportionnel à • 

A mesure que le fil se rectifie, Py diminue et augmente : la position d'équi- 
libre ne correspond certainement pas à ^= o, puisque P est fini. 

Mais, si le fil n'est pas rectiligne, la tension ne s'exerce plus uniformément sur 
toute la section : on peut atteindre une charge de déformation permanente pour 
certains points, quand la charge moyenne serait incapable d'un tel eflet. On 
s'explique ainsi que, pour de telles charges, le cycle ne se ferme pas immédiate- 
ment et s'allonge sensiblement. 

Laissons, cependant, agir un poids faible quelque temps; comme il y a néces- 
sairement de petits cycles de température parcourus, comme on ne peut pas em- 
pêcher l'appareil de vibrer, ce qui produit de petits cycles de tension, peu à peu 
le fil se rectifie, les points d'attache se déterminent, et la constante 4> semble 
croître, en même temps que le cycle se ferme par la répélition. L'efict n'est pas 
dû à une modification permanente de V ensemble de la matière du fil; car, si 
on le réinstalle, tout est à recommencer; mais bien à une modification du sys- 
tème formé par le fil et ses points d'attache. 

On s'explique aussi que les phénomènes soient difi'érents sui\ant que le fil a élé 
préalablement tendu par des poids grands, étant en place, c'est-à-dire disposé 
dans l'appareil même où l'on mesure 4>, ou s'il l'a été en dehors de l'appareil. 
Dans ce dernier cas, la constante ^ semble beaucoup plus variable que dans le 
premier. 

On s'explique enfin comment des allongements insignifiants modifient beaucoup, 
en- apparence, la constante 4>, tandis que des allongements plus considérables, 
mais effectués au préalable, la modifient relativement peu. 

Ceci posé, que devons-nous prendre pour vraie valeur de <^? 

Le 4> apparent pour de faibles charges moyennes est trop petit; quand le cycle 
n'est plus rectiligne, l'expérience ne fournit plus de valeur pour <I> d'après la défi- 
nition même de cette quantité. Faut-il prendre la dernière valeur de <I> pour laquelle 
le cycle est encore rectiligne? Pour préciser, le AP ayant été choisi aussi petit que 
possible, pour que, cependant, les mesures conservent une précision suffisante, 

faut-il prendre pour calculer <I> le ^ qui correspond à la plus grande valeur 

moyenne P pour laquelle le cycle est encore rectiligne? A priori, nous n'en sa- 
vons absolument rien. Cela pourra dépendre du mode d'attache, de la perfection 
du fil, de sa raideur, etc., conditions qu'il est bien difficile de préciser. 

La mesure de ^ par traction ne présente donc aucune sécurité; le résultat 
de celle analyse est curieux, si l'on veut se rappeler que cette méthode a été gé- 
néralement suivie, dans sa forme la plus incorrecte. 
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Êvitc-l-on ces difficultés en prenant des barres rigides? C'est fort douteux. 

Est-il, d^ailleurs, étonnant qu'on n'ait pas signalé déjà bien des fois ces causes 
d'erreur? Quand Werlheîin, sur un fil d'argent de i*"™,77 de diamètre, trouvait 
dans deux déterminations successives 6649 ^^ ^^^9t î' ^^ pouvait guère tenir 
compte de ces perturbations qui ne sont que de quelques unités pour 100. Avec 
notre méthode, les erreurs deviennent manifestes. 

Mais ne pourrait>on pas conclure que la valeur réelle de ^ dépend de la position 
du petit cvcle emplo^^é pour la déterminer? La réponse risque d'être un cercle 
vicieux; car aucune méthode directe ne permet de tenir compte de la rectification, 
dépendant la manière même dont se produisent ces variations semble permettre 
la conclusion suivante sur laquelle, d'ailleurs, nous reviendrons : la constante de 
traction «^ serait indépendante de la position du cjcle ou de la charge moyenne P, 
si Ton pouvait tenir compte de la rectification du fil. 

iNous sommes maintenant en état déjuger les expériences faites, d'ailleurs in- 
trorrcctement, par cette méthode. Elles consistent à mesurer la longueur d^un 
rôté d'un cycle qu*on ne décrit même pas une seule fois en entier. La soi- 
disant constante ainsi déterminée ne signifie absolument rien; elle dépend d'une 
foule de conditions dont la vraie constante est totalement indépendante, comme 
le prouve l'expérience. On a mélangé des phénomènes qui n'ont aucun rapport 
entre eux, au lieu de dégager le phénomène purement élastique qu'on se pro- 
posait d'étudier. 

Ce manque de précision dans la définition de ce qu'elles mesurent est particu- 
lièrement déplorable quand par elles-mêmes les expériences inspireraient con- 
fiance. C'est le cas de celles de Tomlinson (Phil. Trans., p. 1; i883). Tout ce 
qu'elles annoncent doit être vrai : je laisse à de plus habiles le soin de discerner 
ce qui, dans les résultats, se rapporte à la constante de traction telle que nous 
l'avons définie. Il y a de tout dans les phénomènes observés, mais en partie seu- 
lement des phénomènes purement élastiques. 

MkTHODES OYKVMIQIES POUR DÊTERMIMER LES CONSTANTES. 

Détermination de F. 

Les méthodes dxnamiques basées sur la mesure de la durée des petites oscilla- 
tions sont d'une application commode, mais d'une interprétation délicate. 

Pour déterminer \\ on suspend librement au fil un corps admettant au repos 
ce fil pour un des axes de Tellipsoïde d'inertie. Soient M le moment d^inertie 
(orrespondant à cet axe; L la longueur du fil; T la durée d'oscillation; on a, en 
admettant que les couples sont proportionnels aux angles 

^ ^ Tu: 
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La méthode, ihéoriqueinent imparfaite (parce qu'une erreur relative sur T en- 
traîne une erreur rrlalive double sur F), est 1res pratique : M peut être déterminée 
une fois pour toutes, on peut installer l'appareil de manière que L ait une valeur 
connue et même automatiquement constante; il suffit de déterminer T pour 
avoir F. 

La formule permet de déterminer F, non pas comme le fait ïomlinson par défi- 
nition, mais seulement si Ton est certain d'ailleurs que les conditions de la défi- 
nition de F sont satisfaites, ou au moins si les choses se passent comme si elles 
Pétaient. Tâchons donc de préciser les données du problème. 

D'une manière générale, Féquation du mouvement est de la forme 






., d^OL F ., / _ da d^oL 



A la seule condition que les exposants n, m, ... de ol dans la /onction 
inconnue G soient positifs e^ > i, on peut troui^er la valeur de F par la dé- 
termination de la limite vers laquelle tend la durée (roscillation lorsque 
t^ amplitude tend vers zéro. 

Mais, pour qu'il en soit ainsi, il j a toute une série de conditions ù réaliser. 

d* ai 
1® Tant pour supprimer les termes en -y-^ dans la fonction G que pour rendre 

négligeables les causes d'irrégularités provenant des courants d'air inévitables, il 
faut donner à l'oscillateur, aussi rigoureusement que possible, une forme de révo- 
lution. Or, sous prétexte de pouvoir changer et mesurer facilement son moment 
d'inertie, tous les physiciens Font formé d'un fléau sur lequel glissent des masses; 
c'est une disposition déplorable. En imposant la forme de révolution : 

a. On diminue Faction des termes en -y-> ( "3- ) > * • *> T"* produisent Famor- 
tissement. 

d^ OL , 

b. On supprime les termes en -ry qui changent le moment d'inertie. 

c. On ne donne aucune prise aux courants d'air que produisent inévitablement 
les moindres variations de température dans l'enceinte où est l'oscillateur : ce 
qui est une condition essentielle pour que la durée des oscillations de faible. am- 
plitude conserve une signification. 

2** Pour qu'on puisse admettre que l'équation diflerentielle ci-dessus est celle 
du mouvement, déterminer la limite de la durée des oscillations, quand l'ampli- 
tude tend vers zéro et lui conserver sa signification, il faut que le milieu de l'oscil- 
lation ne se déplace pas sensiblement, sinon on ne peut pratiquement pas mesurer 
la durée et d'ailleurs cette durée n'a plus aucun sens précis. 

On s'assure que cette condition est satisfaite, en déterminant trois azimuts 
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( Jf I jr \ SI y* ^ 

(•oiisrculifs d'arrèl de roscillaleiir, Xx^ jr.j, ût^; ruzinuil — ' -^ —^ doit 

olre invariable. Si raziinul j* n'est pas invariable, on ne sait plus à partir du 
passa<;e de quel point délerminer la durée d'oscillation. 

On pourrait tliéoriquemcnl lacomplerà partir des temps de vitesse nulle, mais, 
oulre (pic praliquemenl la mesure est peu précise, il n'j a plus aucun rapport 
tMilre la durée T ainsi mesurée et la durée ï de la formule 



/ML 



On mesure un eflfet complexe et plus du tout la constante de torsion. 

(Test donc par une étrange méprise que Tomlinson, après avoir ainsi procédé 
dans un cas où le milieu de l'oscillation se déplace (il s'agit d'un fil qui vient de 
subir une torsion permanente considérable), croit avoir déterminé la constante 
de torsion, (^ue penserait-on d'un pb)^sicien qui mesurerait la constante do la 
i;ravité avec un pendule dont l'axe d'oscillation se déplacerait suivant une loi 



inconnue? 



Il est donc nécessaire de connaître à chaque instant l'azimut jt, ce qui entraine 
remploi, soit d'un cercle solidaire de Toscillateur; soit d'un miroir fixé sur l'oscil- 
lateur et d'une échelle. On peut à la rigueur se passer de repères continus et 
>érifier la fixité de l'azimut x en appliquant la remarque suivante : Les passages 
sur le réticule dans les deux sens de Tazimut x doivent être équidistants dans 
le temps, si la condition ici étudiée est satisfaite. Cette méthode pour déterminer 
l'azimut x est peu précise et n'est pas à recommander. 

,V* Non seulement le milieu de Toscillation.ne doit pas se déplacer, maïs il faut 
déterminer les durées à partir des passages sous le réticule de ce milieu qui cor- 
respond à la position d'équilibre statique. Toutefois, l'erreur qui provient de ce 
(|u\)n ne prend pas cette précaution est généralement négligeable, tandis que 
r«»rreur qui provient du déplacement de la position d*équilibre ne l'est générale- 
ment pas. 

Soit % = Ae~*'sina>^ la loi de l'oscillation. Cherchons les temps de passage sur 
\r n'iicule d'un repère distant de -f- e de la position d'équilibre, e étant petit. 

I^a vitesse au voisinage de a = o est i'o— wi*, en appelant «1* l'amplitude ac- 
tuelle. 



l'osons T == - =^ 



*'o 



— -.' Les passa<;es se font aux temps 



T .^ 3T 



I» .. ' "«» * t- »3» —— — «41 



Il y a donc deux sortes de durées. 
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a, La position d'équilibre vraie passe sur le réticule avant le reprre : la durée 
entre deux passages eslT-|-(T„^2 — T/i); elle esl plus grande que la durée vraie. 

/>. I^ position d'équilibre vraie passe sur le réticule après le repère; la durée 
entre deux passages est T — ('^/i+a — w<) • ^*Jle est plus petite que la durée vraie. 

Évaluons la parenthèse. Appelons i'i et C^ deux amplitudes comptées à partir 
de la position d'équilibre et du même côté, c leur moyenne. 

On a 

£ I £ I 

(k) Ae *' r,) At' *'e~** 

f/i-j-î t"/! ' £ ^1 — *-î 



T 27; C 



C/ 



£ ... I 

On peut s'arranger aisément pour que soit très inférieur à — : l'erreur est 

donc certainement négligeable quand l'amortissement n'est pas très grand. 

La formule précédente permet toujours de se faire une idée de la grandeur de 
Terreur à redouter. On peut aussi l'évaluer par Texpérience en déterminant les 
temps de passage du repère quand l'échelle, dans son déplacement apparent dans 
la lunette, marche d'abord dans un sens, puis dans Tautre. La moyenne des nom- 
bres trouvés pour les durées est le nombre vrai, leur différence donne le double 
de l'erreur. 

Si la position d'équilibre se déplace de e pendant une oscillation, Terreur est 
de Tordre de t et non plus de At. 

4^ Si la condition énoncée au 3" est satisfaite, ce qu'il est facile de constater, 
Texpérience m'ontre que la durée tend effectivement vers une limite, c'est-à-dire 
que les paramètres m, n, ... de l'équation différentielle sont >i. Il n'y a plus 
de difficultés lorsque les coeflîcients des termes a*", a" sont petits, car la durée 
devient pratiquement constante pour des amplitudes relativement grandes. Il 
n'en est plus de même quand les coefficients sont grands, c'est-à-dire quand le fil 
est mou; car alors on n'atteint jamais pratiquement une amplitude assez petite 
pour que la durée soit indépendante de l'amplitude. On est bien forcé de chercher 
par extrapolation quelle serait la durée pour une oscillation infiniment petite. 

Nous avons étudié théoriquement {Annales de la Faculté des Sciences de 
Toulouse, p. F. 33; 1897) un cas simple se rapprochant beaucoup du cas réel 
dans notre Mémoire sur les oscillations à peu près sinusoïdales. Nous avons 
montré qu'en appelant [x l'amortissement, ^ une constante, C Tamplitude, G^ la 
durée limite, 6 la durée correspondante à l'amplitude C^ on peut poser pour les 
petites amplitudes 
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La (]uanlilé |jl est d'ailleurs définie aux p. i^ et 19 de ce Mémoire. 

On ne peut évidemment pas calculer d'après l'amortissement la valeur de ^, 

car l'air intervient dans l'amortissement total, et par des termes en -r- qui n'agissent 
pas sur la durée. Mais Texpérience montre que la formule 

où k est une constante, s'applique parfaitement. Elle rend possible l'extrapolation 
nécessaire. 

Parlant de là, voici comment Ton procède : 

On détermine les azimuts d'arrêt x^ et x^ immédiatement avant et après le 
passage sous le réticule de l'azimut x^ au moment où Ton commence à compter 
les durées, puis les azimuts d'arrêt x\ et x\^ avant et après le passage du mémo 
azimut or, au moment où l'on finit la mesure des durées. Soient t le temps trouvé, 

n le nombre d'oscillations; — est la durée moyenne correspondante k l'amplitude 
* * ' * ^ — • On peut ainsi construire une courbe qui est sensiblement 
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une droite : l'intersection de cette droite avec l'axe des durées donne la durée de 
l'oscillation pour une amplitude nulle. En toute rigueur, cette courbe doit s'in- 
tléchir pour les amplitudes petites et aboutir normalement à Taxe des durées; 
mais, pratiquement, cela ne change rien à la valeur limite de la durée dans tous 
les cas où le fil est assez mou pour que la construction précédente soit néces- 
saire. 

5** La durée d'oscillation ne doit pas être trop grande. La vitesse moyenne en 
chaque point est inversement proportionnelle à la durée. Si elle est trop grande, 
les moindres souffles d'air auront des vitesses comparables à celle de l'oscillateur 
et pourront modifier la loi de l'oscillation. H vaut mieux faire la mesure sur 

10 oscillations de 3o% que sur une seule de 3oo. La durée ne doit pas être trop 
courte, car : (^)on ne pourrait plus faire les lectures dont nous venons de montrer 
rimportance, (6) comme le nombre d'oscillations utiles est sensiblement le même 
(|uelle que soit la durée, on réduirait la précision des mesures. 

Il ne faut pas que le déplacement angulaire de l'oscillateur soit trop petit pour 
des raisons analogues; le fil doit donc être assez long; mais c'est une gêne inutile 
(|ue de lui donner plusieurs mètres, comme l'ont fait certains expérimentateurs. 

11 devient difficile à manier, et l'on perd d'un côté ce qu'on gagne de l'autre. 

Il semble que le fil doive être d'autant plus long qu'il est plus gros. Si une 
longueur donne de bons résultats pour un diamètre donné, quelle longueur faut-il 
prendre pour un fil d'un autre diamètre? L'expérience montre qu*on peut aussi 
bien prendre la même; et, en elTet, si, d'une part, les amplitudes doivent être 
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plus petites, d'autre part, le mouvement reste encore régulier avec de gros fils 
pour ces petites amplitudes, parce que le couple mis en œuvre est plus grand. On 
doit seulement augmenter le pouvoir grossissant des appareils de lecture, à 
mesure que le fil devient plus gros. 

6° Il semble enfin que la méthode des oscillations soit moins générale que la 
méthode statique, puisque le couple doit être toujours voisin de zéro. Le petit 
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cycle que Ton décrit est à cheval sur Taxe des couples nuls et symétrique par 
rapport à cet axe; mais elle peut se généraliser et permettre d'étudier de petits 
cycles dans une portion quelconque du plan. 

Il suffit d'imaginer que l'oscillateur est entre deux fils : l'un, auquel il est 
suspendu, préalablement étudié et pratiquement d'une élasticité parfaite pour les 
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couples entre lesquels on opère; l'autre qui y est attaché et dont on détermine les 
propriétés. On peut ainsi obtenir des oscillations dont le milieu ne corresponde 
plus au couple nul. On peut de plus, sans changer le moment d'inertie, tendre 
plus ou moins les fils et répondre à des questions qui ont été jusqu'à présent 
passablement maltraitées. La méthode ainsi appliquée est moins sensible, puisque 
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le fil en eipcrieuce ne produit plus qu^une partie du couple; mais ses avantages 
compensent largement celte infcriorilt^. 

Pour réaliser ces conditions, nous avons appliqué la technique suivante qui ne 
semble pas pouvoir être simplifiée. Il faut attacher les (ils : tant qu^ils sont fins, 
on cm|)loic les procédés qui nous ont si souvent servi; s'ils sont plus gros (o"*",3 
à 1*"'" de diamètre) on doit recourir à des pinces dont \^Jig, 4 donne suffisamment 
la descri|)tion ; elles se fixent avec la vis V sur les liges qui doivent les supporter; 
la feule y/ que serre Técrou E est proportionnée au diamètre du fil étudié. 

\u'd fig. 3 montre rap|)areil de lancement. Le cylindre C repose sur le disque V 
dans lequel il tourne. Deux anneaux A peuvent en être rendus solidaires à Taide 
des vis V et portent des bras a, «i qui buttent contre la pièce B fixée au disque P. 
On limite ainsi arbitrairement la course angulaire du cylindre C. Le cylindre 
renferme axialement la tige tl qu'on peut fixer à une hauteur convenable et sur 
laquelle s'adapte une des pinces ci-dessus décrites. 

L'oscillateur proprement dit est une tige de laiton sur laquelle est soudé équa- 
torialement un petit disque. On enfile sur la tige des disques d'aluminium. Un 
bout de tube, entrant à frottement, porte un miroir plan de 2^" x 2^"*. Les pinces 
s'adaptent aux deux bouts de la tige. Si l'on opère avec un seul fil, la pince infé- 
rieure porte une aiguille (|ui plonge dans du mercure au moment du lancement : 
on abaisse la coupelle de mercure quand les oscillations latérales sont amorties. 
Si l'on opère avec deux fils, la pince inférieure fixe l'extrémité supérieure du 
second fil : l'expérience montre que les oscillations latérales s'amortissent alors 
d'elles-mêmes rapidement. 

L'oscillateur est dans une caisse en bois d'un mètre cube, placée sur une table 
percée, et portant en son milieu au-dessus et au-dessous des cheminées verticales 
qui protègent les fils contre les courants d'air; la cheminée supérieure est fermée 
et porte sur son fond percé d'un trou l'appareil de lancement; elle s'ouvre latéra- 
lement par une porte nécessaire pour l'installation du fil supérieur. 

La /ig. 5 représente l'équateur de cette caisse où se trouve le disque de l'oscil- 
lateur C et son miroir M|. L'échelle en verre AA, placée dans une ouverture mé- 
nagée sur le coté de la caisse, est éclairée par la lampe F2 à travers une lame de 
verre mobile BB. C.ette lame est recouverte de papier ordinaire, excepté suivant 
une fente fine verticale D. Quand l'appareil oscille on voit donc passer dans la lu- 
nette L les traits de l'échelle, faiblement mais uniformément éclairés, et la fente 
lumineuse D. 

Un autre miroir M2, formé d'une glace sans tain, permet de voir simultanément 
l'image d'une fente fixe fine et courte E, qu'on fait coïncider avec le réticule. Une 
partie de ce réticule est donc rendue lumineuse. Voici maintenant comment on 
procède. 

Ou lance l'oscillateur de manière que les oscillations se fassent symétriquement 
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par rapport à l'échelle. Dès qu'elles sont assez petites, on détermine Tazinuit x el 
Ton constate s'il est invariable. S'il Tesl, on amène la fente lumineuse D à coïn- 
cider avec lui. Pour cela on éteint les lampes F| et Fa et Ton allume la lampe F3 
qui, à travers la glace GH, donne sur le papier BB une ombre portée de l'échelle. 
On déplace cette glace BB jusqu'à faire coïncider la fente D avec Tazimut .r, ce 
cpi'on obtient facilement au -^ de millimètre. On éteint F3 et Ton rallume F| 
et Fj. Les mesures de temps se font donc à partir du moment où les fentes lumi- 
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neuses, l'une fixe, l'autre mobile, coïncident, il est alors extrêmement facile de 
déterminer les durées au -— de seconde près, ce qu'on ne pourrait pas faire si l'on 
essayait de suivre les divisions de l'échelle et de déterminer directement le pas- 
sage de l'azimut x. 

L'échelle est cependant toujours assez éclairée pour qu'on puisse lire les 
azimuts extrêmes, ce qui est nécessaire pour l'extrapolation étudiée au .{". 



Déterminaiion de <1> par traction. 

On peut utiliser la méthode des petites oscillations pour déterminer ^. Suppo- 
sons en effet le fil tendu par un corps de masse M libre de se mouvoir vertica- 
lement; allongeons le fil, puis lâchons-le. La masse M se met à osciller et la durée 
d'oscillation est donnée par la formule 



4 /ML 



Elle est indépendante, au moins en apparence, du poids tenseur M^^ et de l'am- 
plitude. 
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Telle quelle, Tcxpérience est difficilement réalisable. On peut tourner les diffi- 
cultés. 

Soit un bloc de fonte de niasse M pesant une quarantaine de kilogrammes, 
supporté par un fil d'acier d'une dizaine de mètres. Attachons les extrémités du 
fil fin à étudier, Tune en un point A du corps M, Tautre en un point fixe B, de 
sorte que la ligne AB soit horizontale. En déplaçant le point B, nous pourrons 
tendre convenablement le fil (in. En choisissant le point A, nous pourrons faire 
en sorte que le fil AB passe par le centre de percussion correspondant à Taxe de 
suspension du pendule formé par le bloc M et son fil de suspension. 

Ces conditions réalisées (et elles le sont aisément), la masse M peut osciller 
sous riniluence de Télasticité longitudinale du fil AB, comme si elle était libre 
dans Fespace. Le fil AB n*est tendu que par une petite fraction du poids M^ du 
bloc, fraction (ju*on peut faire varier à volonté. 

C'est là une très jolie expérience de cours; il est curieux de voir une masse de 
plusieurs dizaines de kilogrammes osciller, par exemple, sous TinQuence d'un fil 
de 100 [k de diamètre avec une légèreté apparente; d'autre part, en disposant sur 
le fil des cavaliers de papier, il est très amusant de suivre les allongements de ce fîl, 
(jui semble être on caoutchouc. En prenant le fil de 3°* ou 4" de longueur, on peut 
facilement donner 5™"* à 6"*™ d'amplitude totale à l'oscillation. 

Ce n'est qu'une expérience de cours. Il n'y a pas à songer à entretenir électrique- 
ment un pareil système, non que ce soit difficile, mais Tentretien change beau- 
coup la durée, parce que les conditions théoriques sont à peu près impossibles 
à réaliser pour des oscillations d'aussi faible amplitude. Ce ne serait pas un incon- 
vénient bien grand, puisque, avec des masses M assez lourdes, on peut compter 
plusieurs centaines d'oscillations ; malheureusement, il est impossible de faire les 
corrections d'amortissement d'une manière suffisante, et toutes les difficultés qui 
proviennent de la rectification du fil se rencontrent ici tout comme dans la mé- 
thode statique. 

Détermination de 4> par flexion. 

On peut faire l'expérience de deux manières, comme dans la méthode statique, 
soit avec des verges, soit avec un spiral. Cette dernière forme est seule vraiment 
pratique. Elle est due a M. Phillips et consiste à transformer le fil en un ressort 
spiral cylindrique dont on détermine la constante de traction par une méthode 
d'oscillation. 

Pour cela, l'oscillateur est supporté par un fil aussi fin que possible, qu'on 
puisse regarder comme parfaitement élastique dans les limites d'amplitude entre 
lesquelles on l'emploie et dont on détermine préalablement la constante. A l'ex- 
trémité inférieure de la tige verticale de Poscillateur s'adapte un petit disque hori- 
zontal auquel on fixe une des extrémités du spiral; l'autre est fixée à un support 
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disposé SOUS l'oscillaleur, support qu'on élève ou abaisse et généralement qu'on 
déplace, de manière que le spiral cylindrique soit centré et que les spires soient 
aussi voisines les unes des autres que possible, sans se toucher. 

Le spiral s'obtient en enroulant soigneusement le fil autour d'un cylindre de 
verre de 3*™ ou 4*^™ de diamètre. On le maintient cylindrique jusqu'au bout; on 
ne gagnerait rien à chercher à construire les courbes terminales théoriques, il ne 
s'agit pas, en eflel, d'appliquer le spiral à la régulation des chronomètres, mais 
de meltre en évidence des eflels hors de proportion avec les causes d'erreurs dues 
à la forme du spiral. 

Posons <ï> = 7tR2E. Soient L la longueur du spiral développé, G le couple pro- 
duit, I le moment d'inertie de la section droite du fil par rapport à un diamètre, 

on a 

aEI = CL. 

Le rayon des spires n'intervient pas; il ne doit pas être trop petit. 
Remplaçant les quantités par leurs valeurs, il vient 

71 ER* 

La mesure du couple se fait pour le spiral comme pour le fil rectiligne. 

Cette méthode est fort élégante mais ne présente aucune garantie d'exactitude, 
et ses erreurs systématiques font le plus clair de son intérêt. Opérons, par 
exemple, sur un fil d'argent raide qui a subi un allongement de 100 pour 100 à 
la filière; en l'enroulant pour en faire un spiral, il est impossible qu'on ne mo- 
difie pas notablement sa structure. La différence des longueurs des fibres inté- 
rieures et extérieures d'un cylindre de rayon R enroulé sur un cylindre de 
diamètre D est 4'^^!^) ^ '^ seule condition qu'on admette que le fil ne s'aplatisse 
pas, ou que la section diamétrale du tore qu'il forme reste une circonférence. Si 
maintenant on admet que la fibre centrale ne change pas de longueur, les fibres 
extérieures et intérieures ont subi, l'une un allongement de 27:R, l'autre une 

2R 

contraction égale, soit un allongement ou une contraction relative de -j-» Soit, 

par exemple, un fil de o"",5 de diamètre enroulé sur un cylindre de 3^"' de dia- 
mètre; l'allongement de la fibre extérieure et la contraction de la fibre intérieure 
sont de 1,7 pour 100, résultat parfaitement absurde. Quand bien môme on admet- 
trait un aplatissement de fil, quand bien même on changerait la position de la 
fibre dont Ja longueur ne s'est pas modifiée, on n'avancerait en rien l'explication 
du phénomène; car le fil raide choisi, tiré longitudinalement, ne peut s'allonger 
ni de 1,7 pour 100 ni de la moitié de cette quantité ni du quart. Nous sommes 
donc forcés de conclure : ou bien que par flexion il est possible de produire des 
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allon<;cmcnls pcrmanenls qu^on n^oblicndrait pas par traction, et cela sans que la 
inaliore cesse d'élrc continue; ou bien que la matière a cessé d'être continue, 
(|u*il s^esl produit une infinité de railles, invisibles à Tœil et même au microscope, 
mais dont la variation des constantes peut nous révéler Tcxistence. 

Sans vouloir résoudre en quelques mots une question de cette importance, 
nous allons citer deux expériences qui montreront au moins quelles précautions 
il faut apporter dans de semblables discussions. 

a. On prend un fil, on détermine sa constante de torsion Fi, on Tenroule en 
un spiral, on le déroule, on détermine à nouveau la constante de torsion F) : 
Fo est plus petit que F| et d^autant plus que le fil était plus raide. 

b. On détermine par la méthode du spiral la constante Ei d'un fil raide; on le 
recuit tout enroulé, la nouvelle constante Ej est beaucoup plus grande que Fan- 
cienne. Pour Fargent et un fil de o™"*, 5 de diamètre, trois expériences ont donné 
pour le rapport 

vr-». 0,916 0,889 0,924 Moyenne... 0,910 

Four le même rapport des constantes E d'un fil écroui et recuit, Wertlieim 
avait trouvé directement 1,190. Je ne fais pour l'instant que constater cet écart 
de 3i pour 100. 



EXPRESSION DES CONSTANTES <ï» ET F DANS LA THÉORIE 

DE L'ÉLASTICITÉ. 

Les équations de l'élasticité pour les corps isotropes sont 
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Elles contiennent deux constantes caractéristiques, ). et [jl : exprimons les con- 
stantes 4> et F en fonction d'elles et du rayon du fil. 
On a 

* = 7rR«E = 7:RV^J-t-^, ri=-RV. 

Rien ne prouve que la matière des fils soit isotrope : on en rencontre qui sont 
anisotropes sans contestation possible, et la question se pose de savoir si ce n^esl 
pas le cas général. La plus grande simplification qu'on puisse faire, et encore 
n' est'il pas sûr qiCelle soit légitime, consiste «^ les assimiler à un cristal à un 
axe parallèle aux génératrices du cylindre. On admettra facilement que les pro- 
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priélés de la matière soient de révolution autour de Taxe de cylindre; mais il est 
peu probable qu^elles ne soient pns fonction de sa distance à Taxe. 

Admettons l'hypothèse, pour ne pas trop compliquer la question. Les équa- 
tions de l'élasticité ont alors cinq constantes et peuvent s^écrire 

^, du ôv 

Pour déterminer les paramètres, nous n'avons, en tout, que deux expériences 
distinctes : il y a donc indétermination, et une infinité d^hypolhèses vérifieront 
numériquement les faits. On passe au corps isotrope en écrivant 

^, = fx, = fx'=z^, ^j = o, )., — X. 
Calculons les expressions de <ï> et de F, on trouve facilement 

Fl -+- f^î -+- ^I 

Appelons 7 le rapport de la contraction latérale à la dilatation longitudinale 
dans le cas d'une traction, on trouve 

^ » 

expression qui devient t = — z— dans le cas d'une matière isotrope. 

Enfin calculons le rapport — -,y que nous aurons l'occasion de rencontrer plus 
loin, 

E 

expression qui devient — = i -4- a* dans le cas d'une matière isotrope. 

Nous pouvons discuter maintenant la question dite du coejficient de Poisson. 
Fac, de r.y 2* S., l. 26 
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Du rapport des coefficient \ et ^ dans les corps isotropes. 

A priori, nous savons seulement que ). et jjl sont des constantes positives : leur 

rapport /jr=: —peut donc prendre toutes les valeurs comprises entre o et oc ; on 

admet qu'il est toujours >• 1 . On énonce souvent, au lieu du nombre ^, le nombre a* 
défini par la relation 

1 _ >■ 



<7 = 



2 7 -h '2 2 ( >. -h fJL ) 



Pour q r= i^ T = o, 25 ; pour <y = oc, t = o, 5o. Cette substitution de 7 à ^ est 
fâcheuse. Le physicien qui détermine t et trouve, par exemple, des nombres com- 
pris entre 0,4^^ et o,44î croit avoir une bonne approximation : q varie alors 
(le 6,i4à 7,33 et, en définitive, c'est lui qui intervient dans les formules. De 
plus, il finit par oublier la signification du nombre 7 et admet sans sourciller, 
pour un corps isotrope, la valeur expérimentale t = o,5o, qui est un non-sens: 
elle conduit, en effet, à poser jx = o ou â = oc, valeur qui ne se rencontre dans 
aucun solide et (pie d'ailleurs personne n'aurait Tidée de soutenir. 

Voici un Tableau qui facilitera au lecteur la comparaison : 



<J 0,25 


o,3o 


0,35 


o,4o 


0,45 


o,5o 


7 _ 1 , 00 


1 ,5o 


2,33 


4,00 


9,00 


00 



On admet généralement aujourd'hui, i)lus ou moins implicitement : 

I" La théorie de l'élasticité pour les corps isotropes est applicable aux petites 
déformations des métaux ; 

9."^ Le nombre t de cette théorie peut prendre toutes les valeurs entre o, a5 
et o,5o, et, par conséquent, q toutes les valeurs entre i etoc; 

3® Ce nombre varie pour un même métal, suivant son état. 

Le nombre 7 s'appelle coefficient de Poisson, 

Depuis pr(*s d'un siècle qu'on discute sur ce coefficient, on a dit bien des choses 
surprenantes et que nous n'avons pas L'intention de rappeler. Mais, si naïves 
qu'elles vont sembler, nous énoncerons quelques propositions dont trop de phy- 
siciens ne paraissent pas se douter. 

Voici la première : on ne peut parler d'un coefficient 1 o\x q que si l'on est sur 
delà possibilité de décrire un cycle effort-déformation rectiligne; on n'en peut 
donner la valeur numérique que si l'on décrit effectivement de tels cycles recli- 
lignes. Car, sans cela, on n'est pas sur de pouvoir appliquer la théorie de l'élasti- 
cité, qui suppose essentiellement tous les cycles rectilignes. 

Un solide est un vrai solide par rapport à une déformation, quand le cycle 
effort-déformation est rectiligne, et il ne saurait y avoir d'autre définition expéri- 
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mentale. 11 n'y a pas à discuter, si 7 ne pourrait devenir notablement supérieur 
à 0,26 qu*à partir du moment où les déformations permanentes deviennent sen- 
sibles, simplement parce que cela n'a pas de sens, 

11 est gratuit de dire que la valeur de <r, théoriquement égale à o,5o pour les 
liquides, décroît d'un corps à Tautre, au fur et à mesure que ceux-ci se rapprochent 
de Tétai solide, parce que nous n'en savons rien. S'il suffit de faire a = o dans 
les équations de l'élasticité des corps solides isolro|)es, pour avoir celles des corps 
liquides, cela ne prouve pas qu'entre l'état solide et l'état liquide il existe des 
étals intermédiaires continus pour lesquels [x décroît jusqu'à o, \ conservant une 
valeur finie. 

Enfin, voici une dernière remarque que je n'oserais faire, si le préjugé con- 

E 

traire n'existait pas. On trouve facilement a ^ 1. On ne peut pas dire, 

a priori, que a croît parce que a décroît; il peut se faire que o- croisse, parce 
que E croît plus vite que jjl. 

Les résultats expérimenlaux abondent : la plupart des physiciens qui se sont 
occupés d'élasticité, de près ou de loin, ont fait leur détermination du nombre 7; 
il semble qu'en Allemagne ce soit une épreuve indispensable; mais la première 
condition, quand on compare deux quantités, c'est de montrer qu'elles existent, 
et au moins de les définir. Quand nous appliquerons la technique discutée dans 
les pages précédentes et que nous déterminerons E et F, nous aurons le droit de 
parler de leur rapport. 11 est assez rare qu'on ait pris ces précautions. 

Il faut remarquer, en outre, que toutes les méthodes employées à déterminer (] 
ne peuvent conduire au même résultat que si la matière est isotrope ; or il y a 
généralement présomption pour qu'elle ne le soit pas. 11 y a donc autant de coef- 
ficients expérimentaux q distincts qu'il y a d'expériences distinctes, et ni les unes 

X 
ni les autres ne représentent, et pour cause, le rapport — • 

Pour montrer à quel point nos critiques sont fondées, nous ajoutons quelques 
nombres. Dans un Mémoire de M. Amagat (/l/i/i. de Cliim, et de Phys., 6* série, 
l. XXII ; 1891) sont donnés les résultats suivants ; 

Valeurs des coefficients de Poisson. 

Acier. Cuivre. Laiton. Plomb. 

0,2686 0,3270 o,3>.75 0,4282 

« Les nombres consignés dans ce Tableau montrent que, pour les métaux 
étudiés, cet ordre est aussi sensiblement celui dans lequel les corps deviennent 
plus mous, plus susceptibles de subir les déformations permanentes. » Voilà qui 
va bien. 
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La valeur de t' se déduit donc de la connaissance des constantes déjà définies 4> 
et r et du rayon du fil. Si le corps est isotrope, le nombre t' ainsi défini se con- 
fond avec le coefficient a- de Poisson. Il est clair que le calcul de ^' ne préjuge 
pas l'isolropie, qu^on peut employer telles méthodes que Ton voudra pour déter- 
miner séparément 4> et F, et que la seule condition essentielle est d^opérer sur le 
même échantillon. 

Mais on a cherché, suit à faire simultanément les deux mesures, soit à com- 
biner ces mesures de manière que les dimensions du fil disparaissent de la for- 
mule. Voici les méthodes qui permettent d^atteindre ce but. 

La première est due à KirchhofTqui Ta proposée en iSSy. La barre cylindrique, 
maintenue horizontalement par Tune de ses extrémités dans un étau, porte, fixée 
transversalement à Tautre, une tige dont l'extrémité est elle-même chargée d'un 
poids. Il se produit donc à la fois une flexion et une torsion dont il est facile de 
calculer la grandeur. 

Soient L la longueur de la barre, P le poids qui la fléchit, y la flèche. On a 

4L'-' 

Soient iiiainlenanl C le couple de lorsion el a l'angle correspoiiduiil 



On lire de là 



2 L 



l»_ 3/ E _ 3/ 



le raj'on a disparu. 

Les déterminations étaient faites par la méthode de Poggendorfl* et à Taido 
d*un quadrillage sur verre : tout se ramenait à une seule lecture. 

Celle méthode est inapplicable s^il s'agit de fils fins. On peut alors combiner la 
mesure de F el celle de E par le ressort spiral, en utilisant la méthode statique 
ou la méthode dynamique. 

Ijà formule qui permet de déterminer E par le ressort spiral est 

L'opération terminée, rectifions le fil en le déroulant et déterminons la con- 

staute de torsion 

,, « r. Wix'x 
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(le la comparaison de ces équations on lire 

C, E 

(|iic le corps soit isotrope ou non. 

Les conditions expérimentales paraissent excellentes, puisque les mesures des 

couples se font exactement dans les mêmes conditions. Le (il serait légèrement 

coni({ue que les formules resteraient les mêmes, puisque chaque partie du (il 

inrcrvient pour son propre compte et de la même manière dans les deux expé- 

(] . 

ricnces. Le rapport -'- aurait donc une signiOcation plus précise que les nombresCi 

Cl Cs pris isolément. Kn(in on ne doit faire aucune mesure ni de diamètre, ni 
i\o. longueur. Cette méthode, beaucoup plus commode que celle de Kirchhofl*, 
.s'appliquerait à des diamètres variant de o"*"\3 à o*""*,6. 

Malheureusement, toutes les critiques, déjà formulées plus haut contre la 
méthode du spiral, peuvent être répétées ici. Voici une curieuse expérience sur 
du fil (rar(^enl de 5ooul de diamètre. On enroule un fil livré recuit par le com- 
merce, on détermine la durée d^oscillation sous Taction du ressort spiral, on 
déroule et l'on mesure le coefficient de torsion. Trois expériences ont donné 

a = 0,828 0,292 0,285 Moyenne 0,802 

On prend du (il du même argent écroui par la filière, on V enroule raide, on 
recuit^ on mesure la constante du ressort spiral, on déroule et Ton mesure le 
coefficient de torsion. Deux expériences donnent 

a m 0,582 0,^176 Moyenne 0,629 

Nous reviendrons plus loin sur l'explication de ce paradoxe. 



*—* 



CHAPITRE II. 

SUH LES PROPKIÉTÉS EN UN POINT D'UNE COURBE DE DÉFORMATION. 



<.>n fait décrire à un fil une courbe de déformation. Pour préciser, supposons 
qu'on le soumette à des poids qui croissent proportionnellement au temps : on 
mesure à chaque instant rallongement en fonction de la charge : la courbe 
obtenue s*appelle essai de traction. 
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Evidemment, elle nous fournît de précieuses indications sur Tétai du métal 
avant la déformation; mais son utilité ne sera complète que si nous connaissons 
les propriétés du métal en chacun de ses points. Nous nous proposons d'étudier 
dans ce Chapitre les conditions de cette détermination et le choix des propriéiés. 

L'essai auquel nous soumettons un corps, en un point d'une courhe de défor- 
mation, doit êlre de telle nature qu'il ne modifie pas Télat auquel ce corps est 
parvenu. 

Arrêter une courbe de traction en un de fcs points, soumettre le fil à une 
autre grande déformation permanente, lui faire décrire, par exemple, une courbe 
de torsion complète, ne serait pas étudier les propriétés du métal au point d'arrêt 
sur la courbe de traction, mais superposer les efiets de deux déformations per- 
manentes. Au contraire, la détermination, en chaque point de la courbe de trac- 
tion, de propriétés telles que la densité, la résistance électrique, etc., délermi- 
nation qui n'entraîne pas de nouvelles modifications permunentes sensibles, 
permet de mesurer les changements de nature. 

Il faut, en un mot, que l'essai ne modifie pas sensiblement la nature actuelle 
du corps et puisse éire fait avec une précision suffisante. Le choix de ces essais 
soulève des questions sur lesquelles il faut se faire une idée nette avant d'entre- 
prendre les expériences. 

De la nécessité dUine vérification. 

Ce ne sont pas les constantes du fil qu'il j a intérêt a connaître, mais celles de 
la matière qui forme le fil .'jusqu'à quel point peut-on passer des unes aux autres? 
Si l'on était sûr que, dans la déformation, le fil restât rigoureusement cylindrique, 
rien ne serait plus facile : mais c'est une hypothèse gratuite, puisque le fil dans 
son état primitif n'est ni rigoureusement cylindrique ni rigoureusement homo- 
gène. Or toute différence qui se crée ou s'exagère, par la déformation entre la 
forme réelle et la forme cylindrique, tend à faire varier les constantes du fil, à 
supposer que celles de la matière restent invariables; nous allons d'abord le mon- 
trer sur quelques exemples. 

r 

Cherchons la constante y d'un système formé par une série de fils mis bout à 

bout. 
Soient 

/i, /s les longueurs des fils, 

X|, a^ leurs torsions, 

Fi , Ta leurs constantes, 

S/i = / la longueur de l'ensemble, 



'2o\ H. nOUASSE. 

Sa,= a la lorsion totale, 
r la constante de Tensemble. 

Puisque chaque fil résiste au couple total, on a 

r, a, r,a, _ ^ r\ IL 

i, = — T — — — -. — — . . , « — ^^i — '-— p 



Or, par définition, on a 



d'où 



., Ta 






el, plus généralement, 



dx 



r-./. r 



. -t-^) 



Cherchons de même la constante * d'un tel système. 
Chaque bout de fîl supporte la tension totale, on a 



d'oîi 



.rv -k dit 



^1 



Additionnons toutes les équations, il vient 



Or, par définition, on a 



ldli-dl = dl?l^ 



^p=.<^^^ 



d'où 



cl, plus généralement. 



L-s.Il 



' d.r 






(•r) 



Supposons maintenant que l'on remplace le cylindre par un tronc de cône sans 
changer, d'ailleurs, l'état de la matière ni la longueur : le rayon en chaque 
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point est 

k est un coefficient que nous calculerons en écrivant que le ravon primitif est i 
et que le volume reste constant dans la déformation. Nous avons Téquation 

d*où 

A' = L 






Cherchons maintenant quelle variation la modification de la forme, qui n'a pas 
fait varier les constantes de la matière, a produite sur la valeur des constantes du 
fil. Puisque la constante de torsion est proportionnelle à la quatrième puissance 
du rayon, si F' est la constante pour le fil cylindrique de rayon i, la nouvelle 
constante en chaque point du fil conique est 

r(i-hpx)' 



H'-ç) 



et nous aurons, pour calculer la constante F du fil conique, Féquation 



f=('^p'^^yf'X'(7 



dx 



-hpxy 



Résolvant, il vient 




d'où, en négligeant les termes d'ordre supérieur au second , 

r=:r'(i— p«/«). 

La constante du fil F est donc plus petite que la constante qui pour ta même 
matière correspondrait au fil cylindrique; Terreur relative est le carré de la dif- 
férence relative des rayons maximum et minimum. Nous avons supposé dans 
notre démonstration que le cône formé par le fil était unique : le résultat est le 
même quand il existe un nombre quelconque de cônes le long du fil. Ainsi, 
dans tous les cas où Texpérience indique un (jl décroissant avec Fallongemeni, on 
Fac. de T., a- S., î. 2y 
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ne peut pas savoir, a priori, si refifet ne tient pas à une déformation géomé- 
trique, sans changement de nature. 

Le calcul de la variation de ^ peut se calquer sur le précédent. 

La constante ^ est proportionnelle au carré du rayon; si 4^ est la constante 
pour le fil cylindrique de rayon i, la constante du fil conique est, en chaque 
point, 

et nous avons, pour calculer la constante ^ du (il conique, Téquation 



é = ('^P'-^'-F)i/ (7 



dx 



p.r)« 



Résolvant, il vient 



d'où, enfin, 



I I ^ 6 ^ 



*=*'(-^) 



La même formule s^appliquerait encore à la résistance électrique. On a évi- 
demment, en appelant R la résistance par unité de longueur. 



R/= C \\{x)dx. 



Mais R(j::) est en raison inverse de la section; si R' est la résistance du lil 
supposé cylindrique et de rayon i, la résistance «en chaque point par unité de 
longueur est 



H' 



I -*-p/-i- l-y 



(X'V'pxy 
d'oii 

dx 



ni=n'{,-.,i^Ç)f - 



d'où 



^ f 



'' = H-(..Ç) 



La conclusion est générale : si Ton ne peut certifier que la forme est resiée 
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cylîodrique, ies résultats numériques sont douteux, et même les conclusions qua- 
litatives ne sont légitimes que si les variations sont du sens contraire à celui que 
la discussion précédente fait prévoir. 

On est donc conduit à chercher s'il est possible de ramener la matière d^un 
corps dans un état toujours le même sans modifier les relations géométriques des 
éléments qui le composent. Admettons qu'il en soit ainsi : la détermination des 
propriétés en un point d'une courbe de déformation consiste alors à comparer 
les propriétés actuelles du fil aux propriétés qu^il reprend quand, sans le modi- 
fier géométriquement, on ramène sa matière à cet état type. On peut alors con- 
clure l'état de la matière, sans avoir à se préoccuper des irrégularités de la défor- 
mation. Il serait de plus souhaitable que cet état type filt isotrope; mais ce n'est 
pas une condition supplémentaire qu'on impose, car il semble difficile qu'on 
puisse sûrement ramener toujours à an état anisotrope parfaitement déterminé. 

Du recuit des fils. 

On est tenté de se faire du recuit une idée schématique qui, malheureusement 
pour la simplicité des phénomènes, s'éloigne singulièrement de la réalité. On 
pourrait supposer qu'un recuit, maintenu un temps sufYisant à une température T 
assez voisine du point de fusion, rend aux molécules leur mobilité et que l'état 
ainsi obtenu est bien déterminé, stable et parfaitement isotrope. Il va de soi que 
l'on ne devrait pas s'approcher du point de fusion assez pour que le corps risque 
de se ramollir ou de fondre; car on ne serait plus certain que les relations géo- 
métriques des éléments ne se sont pas modifiées. 

On appellerait étais types la série des états par lesquels passerait aux diffé- 
rentes températures la matière qui aurait été une fois chauffée assez longtemps 
à une température T assez voisine du point de fusion ; toute température Tq <<T 
serait caractérisée par un de ces états. 

Le seul problème qu'il resterait à résoudre serait celui-ci : supposons que le 
corps ait été déformé, portons-le à la température To sans la dépasser; le corps 
prendra-t-il au bout d'un temps plus ou moins long l'état isotrope caractéristique 
de cette température To? ce qui entraînerait de plus que, porté ensuite à toute 
température inférieure ou supérieure, il atteigne immédiatement l'état type cor- 
respondant à cette nouvelle température. 

Les faits contredisent entièrement ces hypothèses trop simples, et nous devons 
passer en revue les eflets généraux du recuit. 

Effets généraux du recuit, 

I® Modifications dans la forme géométrique, — Il n'est pas possible de 
porter des fils tout près du point de fusion, parce qu'un cylindre liquide très 
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allongé n'est pas stable el tend à se résoudre en sphérules sous raclion des forces 
capillaires. Au-dessous de la température de fusion, il y a une grande résistance 
à la transformation, parce que la matière est seulement ramollie ; cependant il est 
impossible de prévoir à quelle distance de cette température la forme cessera 
pratiquement d'être stable. La tension superficielle est énorme et l'arrondisse- 
ment des bouts des fils métalliques chaufTés, analogue au bordage des tubes de 
verre, le montre suffisamment. 

Ces effets de capillarité tendent à boucher les petites cavités intérieures qui 
peuvent exister dans la masse métallique. Les rayons de courbure sont petits, les 
pressions considérables ; les gaz qui remplissent les cavités sont absorbés et 
celles-ci se ferment. 

La capillarité tend aussi à modifier la forme extérieure, si le (il est enroulé 
suivant un tore ou généralement plié ; et Ton pourrait trouver là une des causer 
de rénorme accroissement du coefficient de traction déterminé par le ressort 
spiral, quand on recuit le fil enroulé. Supposons la spire horizontale el que la 
section droite du fil primitivement circulaire ait été transformée en une ellipse 
dont les axes (vertical et horizontal) soient b et a. Le couple de flexion était pri- 
mitivement 



il est devenu 



L = 7 E -r-a; 
4 I- 






la densité étant restée la même, nous devons écrire que les aires du cercle pri- 
mitif et de Tellipse sont égales, d'où la condition 

W—ab, 
d'où enfin 

C^ b' 

Le couple a augmenté dans le rapport des axes de l'ellipse. 

Cette transformation en ellipse de la section circulaire du fil modifie tout difTé 
remment le couple de torsion. Il était 

il devient 
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d'où 

C, lab 



C| a'-\- b 



s 



On peut s'expliquer ainsi deux expériences citées au Chapitre précédent. 

Ainsi, pour modifier la nature de la matière, sans modifier la forme géomé- 
trique (et par là il faut entendre la position des surfaces qui limitent la matière 
intérieurement ou extérieurement), le recuit doit nécessairement se faire à une 
température assez basse pour que les forces capillaires ne puissent l'emporter sur 
la résistance au déplacement. 

2" Retour à V homogénéité isotrope, — C'est précisément cet effet qu'on 
cherche à obtenir par le recuit et à séparer de tous les autres. Nous aurons à 
étudier dans le Chapitre suivant par quelle technique on parvient à ce résultat. 

3** Cristallisation, Homogénéité anisotropc, — Un métal recuit assez long- 
temps à haute température, ou qu'on refroidit lentement à partir de l'état fondu, 
cristallise : c'est un fait qui paraît général. La description du métal brûlé, telle 
que la font la plupart des auteurs, correspond bien à ce phénomène. Contre cette 
cristallisation, on ne peut, évidemment, qu'éviter de recuire trop longtemps a 
trop haute température. Elle se produit même avec des métaux parfaitement purs 
et dans le vide. Dumas, opérant sur de l'argent pur dans le vide, a trouvé, après 
refroidissement, un culot bien cristallisé. Le milieu a une influence : Caron dit 
que l'argent et l'étain, qui ne rochenl pas dans l'hj^drogène, y cristallisent d'une 
manière inaccoutumée sous le rapport de la grandeur des cristaux. 

Certains alliages cristallisent beaucoup mieux et plus facilement que les métaux 
avec lesquels ils sont formés. 

4** Liquation, Hétérogénéité, — Presque tous les alliages soumis à un refroi- 
dissement lent tendent à se séparer en plusieurs produits définis, différents entre 
eux par la composition, la densité, etc. La petitesse de la proportion des métaux 
n'empêche pas le phénomène de se montrer. La liquation peut encore se produire 
quand on chauiTe longtemps, à une température inférieure à son point de fusion, 
un alliage obtenu par refroidissement brusque à partir des métaux liquides. Le 
milieu dans lequel se fait le recuit n'intervient pas. 

5" Stabilité ou instabilité, modification des états obtenus suivant la loi de 
refroidissement , — On connaît les effets de la trempe, c'est-à-dire du refroidis- 
sement brusque sur l'acier. Sur d'autres métaux, les effets peuvent être opposés, 
le métal devenir malléable : la trempe adoucit les bronzes riches en étain qu'on 
peut aplatir au balancier. On admet généralement, dans les usines qui travaillent 
le cuivre, que l'immersion dans l'eau des cuivres sortant du recuit a pour eflct 
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d'adoucir le métal en même lemps que de le décaper; mais le fait est très contes- 
table. D'une manière plus générale, il se peut que le métal, refroidi à la tempéra- 
ture ordinaire, ait des propriétés qui dépendent de la manière dont le refroidis- 
sement s'est cfleclué, de la température jusqu'à laquelle on a refroidi et du temps 
qui s'écoule depuis le refroidissement : les aciers au nickel étudiés par M. Guil- 
laume sont un exemple de ces phénomènes. 

6° Occlusion des gaz, — Les métaux peuvent absorber des gaz ù température 
relativement basse et garder à froid les gaz qu'ils ont absorbés à des températures 
plus élevées. Leurs propriétés mécaniques peuvent en être complètement mo- 
difiées. M. Caron fait fondre du cuivre dans l'hydrogène; après quelque temps, 
il le laisse refroidir. Un pou avant la solidification, le métal roche : refrokli, il est 
rempli de cavités profondes, la densité a diminué ; le rochage est incomplet. Même 
eflet dans l'oxjde de carbone. 

Dumas a montré que le rochage de l'argent pour l'oxygène est incomplet, même 
dans le vide : le gaz retenu se dégage lentement dans le vide de 4oo* à 600^. A 
partir du rouge, le dégagement cesse; lorsque Pargent se ramollit, le phénomène 
se renverse; il y a absorption d'oxygène. 

7" Actions chimiques proprement dites du milieu, — Le cuivre du com- 
merce contient toujours un peu d'oxyde en dissolution; le recuit dans IMiydro- 
gène commence par le réduire. On supprime ainsi une impureté, mais legraiu du 
métal en est complètement modifié : la masse a servi pour ainsi dire de labora- 
toire. Si l'action dure plus longtemps, le cuivre absorbe de Thydrogène; il est 
cassant. Mais il le devient bien davantage, si alors on le recuit à l'air. Tous ces 
eflcts se comprennent aisément. 

De même, si l'on recuit l'argent au rouge sombre dans l'hydrogène, on élimine 
l'oxygène qu'il contient toujours : le métal devient cassant. En recommençant 
plusieurs fois au rouge sombre — le cycle — recuit dans l'air, recuit dansThydro- 
gènc, on rend le métal pulvérulent. On recuit du cuivre dans l'air, il se forme une 
couche d'oxyde noir qui se détache aisément. Mais il se forme aussi une combi- 
naison du sous-oxyde avec le métal, connu sous le nom de cuivre rosette. On 
est plus ou moins averti de ces phénomènes par la couleur que prend le métal ; 
pâle, presque blanc, après un recuit dans l'hydrogène, il rosit par le recuit dans 
l'oxygène ou l'air. 

Par cette énumération rapide des effets généraux du recuit, on voit k quel 
point la réalité s'éloigne du schéma que nous avions d'abord imaginé* Au point 
de vue auquel nous nous plaçons, nous chercherons seulement par le recuit k 
produire l'homogénéité isotrope et définie du 3**, en évitant, autant que possible, 
tous les autres phénomènes. Nous verrons que le choix d'un métal presque pur, 
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et eo particulier du cuivre, facilile singulièrement la solution d^un problème inso- 
luble dans le cas général. 

Des propriétés de cohérence et d^élasticité suivant Coulomb, 

Coulomb distinguait dans un métal deux groupes de propriétés. Les premières, 
qu'il appelle propriétés de cohérence, ne sont pas des fonctions déterminées des 
paramètres, température, pression, magnétisme, etc., et se transforment d^une 
manière continue. Les secondes, les propriétés d'élasticité, non seulement se- 
raient plus stables, mais jouiraient de ce privilège d'être des fonctions détermi- 
minées des paramètres, de ne dépendre que de leurs valeurs actuelles et pas du 
tout de leurs variations antérieures. 

En particulier, pour ce qui concerne les constantes Xet tx, son opinion, énoncée 
en langage moderne et mise au point, revient à soutenir que ni les parcours à 
température constante des courbes de déformation, ni les cjcies de température 
ne modifient les constantes élastiques proprement dites, pourvu qu'on les mesure 
dans des conditions toujours les mêmes. 

Cette dualité essentielle dans les propriétés des corps se traduit pour lui, sous 
forme matérielle, par l'attribution des propriétés d'élasticité à des particules inté- 
grantes, des propriétés de cohérence à un ciment qui sert de liaison à ces parti- 
cules. La confirmation expérimentale d'une vue si profonde présenterait une 
importance considérable et donnerait une base solide, indépendamment de toute 
théorie, à l 'étude des métaux. Malheureusement, il paraît certain qu'au moins 
sous cette forme absolue elle ne correspond pas à la réalité. 

L'expérience montre de la façon la plus évidente qu'un fil raide ou recuit n'a 
pas les mêmes constantes élastiques. La question revient à savoir si la variation de 
densité qui peut exister quand on passe d'un état à l'autre suffit pour expliquer 
dans les idées de Coulomb le changement des constantes élastiques. 

En admettant même une variation de densité assez notable, on se trouve d'ail- 
leurs fort empêché quand on veut traduire analytiquement ses idées. 

Faut-il supposer que l'unité de volume, prise dans le corps avant et après la 
déformation, possède dans les mêmes conditions les mêmes \ et {x? ou bien, pour 
rester plus fidèles à sa théorie, considérant que le corps, avant et après la défor- 
mation, contient le même nombre de particules intégrantes, faut-il admettre que 
ces particules conservent le même ressort et, dans ce cas, comment faut-il dis- 
poser des cinq coefficients que contiennent nécessairement les équations, même 
comme première approximation ? La première hypothèse est écartée par ce fait 
que la matière des fils est sûrement rendue anisotrope par certaines déformations ; 
la seconde est, elle aussi, écartée par ce fait que les variations de densité sont 
certainement trop petites pour expliquer tous les phénomènes. 
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Si l'hypothèse de Coulomb élail vérifiée, les constantes de traction et de tor- 
sion, qui seraient des constantes absolues, ne pourraient pas nous servir à carac- 
tériser les changements d'état du fil aux divers points d'une courbe de déforma- 
tion. L'expérience montre, au contraire, que leurs variations sont très notables 
si les déformations sont grandes. Il est important seulement de préciser ce qu'il 
faut entendre par une grande déformation : c'est ce que nous allons faire. 

On trouve dans les Traités d'Élasticité les nombres suivants que nous donnons 
sous toutes réserves. Fer recuit : coefficient E= 20ooo''6 par millimètre de sec- 
tion, limite d'élasticité = 5*'^. Or E est la charge nécessaire à produire un allon- 
gement de loo pour loo. Donc le fer cesse de pouvoir être considéré comme 
parfaitement élastique après un allongement de âôlôô = o"*,ooo25 par mètre. Si 
maintenant on allonge ce fer jusqu'à la rupture, soit par exemple de 20 pour 100, 
il se trouve allongé de 800 fois la quantité pour laquelle il a atteint sa limite 
d'élasticité : c'est une déformation énorme. De même, si un fil atteint sa limite 
d'élasticité parfaite de torsion, pour une torsion de un tour-mètre, une torsion de 
un ou plusieurs tours-centimètre est une déformation énorme : au contraire, une 
torsion de deux ou trois tours-mètre sera relativement petite. On s'explique donc 
aisément, par exemple, que nous ayons pu, dans nos recherches sur les courbes 
de torsion, considérer la constante F comme efiectivement constante, malgré les 
déformations permanentes, parce que celles-ci étaient en somme toujours 
petites (*). 

La question expérimentale de la variation des constantes ^ et F se complique 
en tous cas de celle du changement de la densité; car, si l'on différentîe les loga- 
rithmes de l'expression générale de ces quantités, on trouve 

Dans -i- un terme en — ï^— » 

^F idW 

Dans "ï^ » .. 9 

en supposant, bien entendu, que Ton opère sur une longueur invariable. Il est 
donc nécessaire de savoir comment varie la densité pendant les déformations per- 
manentes, ne serait-ce que pour faire dans les valeurs de ^ et de F la correction 
nécessaire. Quoi qu'il en soit, les quantités $ et F, ou des quantités de définition 
peu différentes, seront les premières que nous choisirons pour caractériser l'étal 
du fil en un point d'une courbe de déformation. Elles satisfont parfaitement aux 



(*) On trouvera une discussion plus complète des ordres dé grandeur des déformations 
dans un article du Journal de Physique, mai 1899. 
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condilîons imposées; leur détermination se fait avec précision, au moins dans 
certains cas, et sans qu'il en résulte de modification permanente nouvelle pour 
le métal. 

Des dilatations dans les métaux comprimés non uniformément. 

Lorsqu'un métal est soumis sur toute sa surface à une pression (ou une trac- 
tion) uniforme, son volume varie et, au moins pour de faibles actions, il est une 
fonction bien déterminée de la pression : si la pression levient à sa valeur ini- 
tiale, il reprend aussi sa valeur initiale. Si la pression uniforme atteint une valeur 
suffisante, la densité subit pcut-élre une altération permanente. Mais nous 
n'avons aucune expérience à citer. Les pressions devraient se chiffrer par milliers 
d'atmosphères pour que leur influence apparaisse. Certes, on peut en obtenir de 
telles : Mousson, dans son étude sur rabaissement du point de congélation, est 
allé jusqu'à i5ooo atmosphères : un canon en supporte au moins 6000 dans des 
conditions particulièrement défavorables pour sa résistance. 

Quel que soit l'intérêt de ce problème, sa solution serait loin de nous apprendre 
ce qui se passe dans les cas usuels où la matière ne reste plus isotrope, et où il 
se produit des déformations permanentes non uniformes. Imaginons, pur 
exemple, une plaque circulaire comprimée lentement et uniformément suivant 
la normale à la base : la déformation est mesurée parla variation relative d'épais- 
seur. Ce cas correspond en gros à l'action du marteau, du marteau-pilon, à 
l'écrasement des crushers en balistique. Un corps ainsi déformé ne doit pas rester 
isotrope : c'est peut-être même une simplification trop grande de l'assimilera un 
cristal à un axe parallèle à la pression, car rien ne prouve que ses propriétés soient 
les mêmes tout le long d'un raj'on. 

La densité peut varier d'une façon permanente pendant la déformation et 
reprendre sa valeur par le recuit. Mais, et c'est un point sur lequel nous voulons 
insister, si la densité pour un corps non isotrope est aussi bien définie que pour 
un corps isotrope, la variation de la densité est un effet complexe qu'il faut 
séparer au moins en deux autres : elle est due à des dilatations ou contractions 
permanentes qui s'opèrent parallèlement et normalement à la direction de com- 
pression, dilatations qui peuvent être inégales. 

Les cor|)s étirés en fils cylindriques, avec ou sans filière, se rattachent au 
même genre de symétrie. 11 se peut de plus que, au moins dans le passage à la 
filière, les deux directions de l'axe du cylindre n'aient pas les mêmes propriétés : 
en d^autres termes, qu'il soit possible de i*econraîlre laquelle des extrémités d'un 
bout de fil est entrée première dans la filière. 

La complication augmenterait pour les pièces laminées : car, même en les sup- 
posant homogènes, les trois directions dirigées normalement à la lame, tangen- 
Fac. de T., 3* S., I. 2<i 
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licllemenl dans le sens du mouvement, tangentiellemenl dans le sens normal au 
niouvemenl, n*ont pas nécessairement les mômes propriétés. 

Assurément, il pourrait se faire que le corps cessât d'être isotrope pour toutes 
ses propriétés élastiques et que cependant les contractions principales perma- 
nentes soient toutes trois ou très petites ou très peu différentes : il n'en est pas 
moins utile de poser le problème. 



De Vanisotropie matérielle dans les Jils, 

Nous appelons anisotropie matérielle la distribution anisotrope de la matière. 
Si Ton veut s'en faire une image, on se figurera les particules disposées aux som- 
mets d'un réseau dont les mailles ne seraient pas cubiques. 

Soient L la longueur d'un fil, K son ravon, A la densité, /> le poids delà masse 
invariable considérée, nous avons 

(1) /? = 7rU»LA, 

(|ue le corps soit isotrope ou non, pourvu qu'il soit homogène. 

Pour savoir s'il est isotrope, il faut pouvoir ramener sa matière à un état iso- 
trope de comparaison et déterminer les dilatations pendant cette transformation. 
Si les dilatations relatives sont égales dans tous les sens, c'est qu'elle était primi- 
tivement isotrope. Nous admettrons que le recuit, dans des conditions conve- 
nables, ramène à un état certainement isotrope. 

Donc, pour savoir si le fil est resté isotrope pendant la déformation, on le 

recuira et déterminera les variations relatives -^ et .- : s'il était isotrope, elles 

seront égales. 

Malheureusement, les mesures directes du ravon et de sa variation sont peu 
précises et d'ailleurs illusoires, à cause des irrégularités inévitables de la forme 
géométrique : on peut tourner la difficulté. DifTérentions (i), il vient 

, , dl d\\ dL 



L'isotropie exige 
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d'où 
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Pour savoir si une déformation a rendu le fil anisotrope, nous sommes con- 
«luits à le recuire et à déterminer : i" la variation relative de densité; 2" la varia- 
tion relative de longueur produite par le recuit. 
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La queslion de ranisotropie matérielle des (ils serait résolue déjà depuis 1 835, si 
Ton pouvait avoir la moindre confiance dans les résultats de Baudrimont (Ann, de 
Chim. et de Phjs., t. LX). Ce phj'sicien déterminait séparément les variations par 
le recuit des trois termes de l'équation (2); il ne trouvait pas zéro pour leur somme; 
ce qui prouve, Téquation étant indiscutable, qu'une des déterminations est illu- 
soire; c'est celle de -^' Il indique, par exemple, le résultat suivant pour le platine : 

avant le recuit le fil raide avait 127JJL de diamètre, il en avait 190 après. Or, eu 
répétant maintes fois l'expérience sur des (ils de platine dont les diamètres 
étaient 100, iSo et 200 [jl, il m'a été impossible de distinguer au microscope un 
accroissement, qu'on ne pourrait pas méconnaître s'il était de 5o pour 100. 

;Ses mesures de -=- et -r- sont si contestables qu'elles ne méritent pas d'être 

discutées. La mesure de ---— est d'ailleurs extrêmement diflicile malgré les appa- 
rences. Car il faut tendre le (il, déterminer la première partie de sa courbe de 
traction. S*il était rectiligne dès les plus petites charges, ce serait une droite : au 
contraire, c*est une courbe qui se raccorde plus ou moins loin à la droite théo- 
rique, suivant que le (il se rectifie plus ou moins facilement. Ou n'est même 
jamais sûr d'arriver à la partie rectiligne, avant que le fil se déforiue d'une façon 
permanente. En somme, on rencontre, dans la mesure de la longueur du fil et de 
ses variations, les difficultés que nous avons signalées dans le Chapitre précédent 
à propos de la mesure de la constante de traction. Tout ce qu'il est possible d'af- 
(irmer, et ce sont, d'ailleurs, les conclusions de Baudrimont, c'est que les allon- 
gements ou raccourcissements par le recuit sont extrêmement faibles, de Tordre 
de TTjTji par exemple, et qu'on ne fera pas d'erreur sensible en les considérant 
comme nuls. Cette conclusion, même ainsi réduite, peut avoir, comme nous le 
verrons, une grande importance. 

Passons à la détermination de la variation relative de densité -^> 

Si Ton s'en rapportait aux Tableaux absurdes qui traînent dans tous les livres, 
on poun*ait s'imaginer que la densité est une propriété extrêmement variable de 
la matière. U Annuaire du Bureau des Longitudes nous apprend, par exemple, 
que le fer fondu a 7,20 pour densité, tandis que le fer forgé admet 7,79, soit une 
variation de -j^ : M. Caron, faisant l'expérience avec beaucoup de soin, trouv*? 
pour le fer fondu dans riivdrogène 7,88 et pour le fer forgé 7,87 : nous voici loin 
des premiers nombres. IMus on apporte de soin aux déterminations, plus les 
diiïercnces sont petites. Car il faut faire une distinction importante : des impu- 
retés presque inaccessibles à l'analvse chimique peuvent modifier profondément 
la densité, tandis que des actions mécaniques considérables la laissent presque 
invariable. Il faut donc étudier un échantillon d'un métal comme s'il était unique 



2l6 II. DOIASSE. 

au inonde, et considérer que les Tables numériques se rapportant à des corps 
soi-disant purs ne donnent que de grossières approximations. 

Voici ce que disent les auteurs qui ont étudié ce sujet le plus récemment et 
avec le plus de soin, Tomliiison (P/ii'i. Trans,, i833), Gray (Proceed, of the 
Royal Soc, y t. LIV). 

Un allongement direct sans filière diminue la densité. D'après Tomlinson, un 
allongement de 2.5 pour loo fait passer la densité du cuivre de 8,820 à 8,781 ; 
d'après Gray elle passerait de 8,8()i à 8,819. 

Le martelage diminue la densité de certains mélanx, augmente celle des autres ; 
la densité du cuivre passerait de 8,8()() à 8,8^5. 

Pour la torsion permanente, Tomlinson indiipie nne petite diminution, Gray 
une augmentation notable; pour 2,3 t. c, la densité passerait de 8,85o à 8,896. 

Enfin, par le passage à la filière, il y aurait une forte augmentation de 8,85 à 
9,00, soit ^-^. 

Ces expériences sont-elles concluantes? Ont-elles la précision que leur prêtent 
Irurs auteurs? Ce nY'sl guère |)rol)able. 

Les résultats trouvés ne sont valables que pour réclianlillon employé. Lord 
Kelvin avait opéré sur du fil de cuivre dont la densité croissait par l'allongement 
sans iilière, et, pour leur cuivre, les auteurs cités ont d<»s conclusions diflTérentes 
au sujet de Tcfiet de la torsion permanente. 

Tandis que Tomlinson donne des Tableaux indiquant la variation de densité 
en fonction des déformations (page 108 de son M('moire) et admet qu'elle peut 
se repr.îsenter par une droite, (iray, (jui est plus récent, trouve qu'elle est trop 
irrégulière ])Our (ju^on puisse donner autre chose que sa valeur initiale et sa 
valeur finale. 

Je ferai aux auteurs des objections |)lus graves, et pour ainsi dire, de principe : 

1** La densité est une |)ropriélé de la matière pouvant servir à déterminer son 
étal en tous les [)oints d'une courbe de déformation. Or si les physiciens cités 
|)rennenl des précautions dans sa mesure, ils n'en prennent aucune dans la défi- 
nition de la courbe de déformation aux divers points de laquelle ils la font. Le 
renseignement que le fil a traversé trois trous d'une filière, ou s'est allongé de 
10 pour 100 sans filière, ne parait pas suffisant. 

2" Les auteurs ne semblent pas se douter que la matière peut devenir aniso- 
trope. Si, par Tétirage à la filière, la densité augmente de -^ et si la matière 
reste isotrope, le recuit doit accroître la longueur de \ de cette fraction soit 5"'", 5 
par mètre. Ce serait facile à constater expérimentalement, ils n'ont pas cherché 
à le faire. 

3" Enfin, et c'<îsI là robjeclion la plus grave, ils ne contrôlent jamais leurs 
résultats en recuisant le fil. Pour mieux dire, Gray le fait une fois, et la conclu- 
sion (]u'on doit tirer de cette expérience unique jette le doute sur tout le reste. 
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(Page 287 de son Mémoire) : « Recuit. — Le fil dont on s'étail servi dans 
Texpérience précédente (il s'agit de la torsion permanente qui avait fait varier la 
densité de 8,85o à 8,896, soit do o,5'2 pour 100) était porté au ronge blanc {sic) par 
un courant, pour chercher si, par ce moyen, la densité pourrait être ramenée à 
sa valeur initiale. Mais le recuit ne semble pas altérer la densité d^ine manière 
appréciable; la difl'érence n'excède pas 0,1 à o,o() pour 100. » 

Si la densité qui a subi une variation par un traitement mécanique ne reprend 
pas sa valeur par un recuit convenablement fait, on est en droit de se demander 
si les expériences ne présenteraient pas des causes d'erreurs cachées, de crainte 
d'être conduit à des conclusions tout à fait inadmissibles. 

Dans une autre expérience, Gray trouve que la densité, qui augmente d'abord, 
comme nous l'avons vu, quand on fait passer le iil à la filière, diminue ensuite 
quand le nombre des passes augmente. Il attribue ce fait à des gerçures dans le 
métal. Mais une telle explication s'applique tout aussi bien à la diminution <le 
densité produite par l'étirage sans filière. Ici encore la vérification par le recuit 
était indispensable. 

Quoi qu'il en soit, il est certain que les variations de la densité sont petites ri 
ne dépassent pas quelques millièmes : or la mesure de la densité est une opération 
très délicate, même par la meilleure méthode que nous ayons, celle de la balance 
hydrostatique. Si Ton ne dispose que de 2**" ou S^' de matière, pour obtenir le 
millième il faut certifier la pesée dans l'eau à o™^*", 2 ou o'"^'", 3 près, et cela dans 
des conditions particulièrement défavorables. Si l'on ne fait pas bouillir Teau, il 
faut, pour enlever les bulles, donner au fil une forme géométrique simple (hélice 
régulière), ce qui limite beaucoup la longueur et, par conséquent, le poids du fil 
qu'on peut employer. Si on la fait bouillir (ce qui est légitime, car rex|)érience 
directe montre que le cuivre, par exemple, ne se recuit pas sensiblement quand 
on le porte quarante-huit heures à 100"), l'expérience est d'une longueur insup- 
portable. 

Pour ces raisons, tout en reconnaissant l'intérêt de son élude, nous ne crovon> 
pas qu'on puisse prendre la densité pour une des propriétés propres à caracté- 
riser l'état du fil aux divers points d'une courbe de déformation. Il semble qu'on 
ne puisse cependant pas s'en passer pour corriger les valeurs des autres con- 
stantes caractéristiques : la difficulté est facile à tourner, comme l'a montré Mat- 
thiessen, il y a déjà longtemps. 

Introduction dans les constantes de la masse au lieu du ro/unn*. 

Les constantes physiques sont souvent définies par unité de volume : ellrs \r 
seraient toujours plus commodément par unité de mass**. 

Soit, par exemple, la résistance électri(|ue; / est la longueur du fil. p la ré>i>- 
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lance spécifique, K le rayon, 8 la résistance totale ; on a 

Multiplions haut et bas par la densité et posons pA = p', il vient 

M est la masse de Tunité de longueur. 

Pour une matière donnée p' est tout aussi bien défini que p, et d'une manière 
tout aussi rationnelle sinon plus. Mattliiessen a fait observer qu'il résulte de 
l'emploi de la formule (2) des déterminations plus commodes et plus précises que 
celles que la formule (i) rend nécessaires. Pour déterminer la résistance d'un 
bout de fil par la formule (9.), il suffit, connaissant p', de mesurer la longueur /et 
de prendre |)ar pesée la masse totale Ml, 

Ou élimine ainsi complètement la question de la densité. Déformons un fil : 
nous aurons à déterminer, d'après la formule (i), à la fois les variations du coeffi- 
cient p et les variations de la densité qui nous est nécessaire pour calculer le 
rayon ; d'après la formule (2) nous n'avons plus à connaître que les variations du 
coefiicient p' qui englobe les deux efiets; mais la mesure de ces variations n'im- 
plique en aucune façon la mesure de la densité. 

La même transformation peut être faite pour les constantes élastiques 

A 

1 r- - a U* rrr T^ "^ i . 

2 * 2 7r A* 27: 

La détermination des nouvelles constantes ^', F', p' n'exige plus qu'une pesée 
dans Tair. 

H ne faudrait pas croire qu'il y a \i\ une sorte d'escamotage : bien des con- 
stantes physiques sont définies dans ce système, comme, par exemple, toutes les 
chaleurs spécifiques et de transformation. 

D'ailleurs, les nouvelles constantes, qui nous serviront uniquement, ne diflTèrenl 
des autres que par l'introduction d\m facteur presque constant, mais dont on 
serait très embarrassé pour donner à chaque instant la valeur exacte. 

Détermination de ta cohérence. 

Outre les constantes élastiques ^', F' et les autres constantes de nature quel- 
conque, mais satisfaisant à la condition que leur détermination n'implique pas un 
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changement d'étal, on peut chercher comment caractériser la cohérence. La des- 
cription de petits cycles de torsion le permet : nous renvoyons pour la définition 
de la mollesse à un Mémoire antérieur (Ânn. de C/iim et de Pliys,, 1898). 



Transformations permanentes et déformations temporaires. 

Reprenons l'exemple du fil soumis à une charge qui croit proporlionnellement 
au temps. Si l'on étudie le métal pendant la déformation môme, ou après avoir 
ramené la charge à être nulle, les résultats seront difTércnls. Une déformation 
temporaire se superpose dans le premier cas à une transformation permanente. 
La première peut être considérée, au moins comme première approximation, 
comme ne dépendant que de la tension actuelle; la seconde dé|)end de toutes les 
tensions antérieures. Il faudra soigneusement distinguer dans reiïet total ce (|ui 
est dû à l'une et à l'autre. 

Nous étudierons dans le prochain Chapitre la courbe de traction à charge crois- 
sant proportionnellement au temps.' 



SUR 



L'ÉQUILIBRE DES SYSTÈMES ARTICliLÉS. 



PAR M. ETIENNE DELASSLS, • 

Charpie de Cours à rUniversilé «le Toulouse. 



I. — GÉNÉRALISATION d'uN THÉORÈME DE M. MaURICE LéVY. 

Dans son Mémoire Sur la recherche des tensions dans les systèmes de 
barres élastiques et sur les systèmes qui, à volume égal de matière, offrent 
la plus grande résistance possible ('), M. Maurice Lévy a donné le reniar- 
quahle ihéoréme suivant (-) : 

Lorsqit'un système contenant k lignes surabondantes est tel quUl puisse 
d*une manière et, par suite, d'une infinité de manières, être édifié en système 
d'égale résistance, relativement à des forces données agissant sur lui, il 
existe toujours un système, sans lignes surabondantes, susceptible de résister 
aux mêmes forces et tel que la somme des produits des volumes des barres 
par leurs coefficients d'élasticité respectifs est la métne dans ce système et 
dans le système donné. 

Ce ihéorèmc ne s^applique qu^aux systèmes à lignes surahondanles (|iii sont 
d^égale résistance, systèmes très particuliers, et, en outre, est relatif à une fonc- 
tion des sections qui est bien déterminée pour chaque système, mais varie avec 
les coeffîcients d'élasticité. Enfin, il suppose qu^on né<;lige, au point de vue des 
tensions qu'ils produisent, les poids des barres, c'est-à-dire le poids propre, 
lequel est généralement prépondérant dans les grandes constructions qui sont 
précisément celles pour lesquelles Tapplication du théorème présente un véritable 
intérêt. 

Ainsi ce théorème ne sera relatif au poids total du système <|ue si toutes les 
barres ont même coefficient d'élasticité et résistent également bien à rallonge- 
ment et à la compression, il ne sera relatif au prix total du métal employé qur >i 



(I) Maurice Lévy, La Statique graphique et ses applications aux constructions, 
r éd., t. IV. 
(*) Maurice Lévy, Statique f^raphique, 'i* éd., t. IV. p. -jkBi. 
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les barres résislani également à l'allongement et à la compression, les prix au kilo- 
gramme des dilTërents métaux employés dans le système sont proportionnels aux 
quotients de leurs coefficients d'élasticité par leurs densités. 

Je me propose de démontrer le théorème suivant qui ne subira aucune des 
restrictions que je viens d'énumérer. 

Théorèmf. — Soit/f(Si, 52, ...) une /onction linéaire et homogène des 
variables s qui est assujettie à l'unique condition d^avoir tous les coefficients 
positifs. 

Étant donné un système articulé S à lignes surabondantes résistant à 
son propre poids et à des forces données F, il est toujours possible de trouver 
un système ^'strictement indéformable, ayant les mêmes nœuds que S, résis- 
tant aussi à son propre poids et aux forces F et tel que la fonction ^formée 
avec les sections des barres ait pour le système S' une valeur au plus égale 
(en général inférieure) à sa valeur pour le système S. 

Si le système S est d'égale résistance, on peut trouver un système S' satis- 
faisant aux conditions précédentes et qui soit aussi d'égale résistance. 

Pour démontrer ce théorème dans toute sa généralité, nous supposerons que le 
système S n'est pas plan et qu'en outre il est soumis à des liaisons surabon- 
dantes, c'est-à-dire telles que les réactions ne soient pas déterminables par la 
Statique. Ces liaisons seront simplement constituées par le fait que, parmi les 
n nœuds du système, il y en aura/? qui seront fixes, q qui seront assujettis à se 
déplacer sur des courbes fixes et r assujettis à se déplacer 3ur des surfaces fixes. 
Ces liaisons introduiront un nombre d'inconnues égal à 

3/) H- 2 7 -h /• =: 6 H- A', 

nous les appellerons les inconnues p ; leur nombre est au moins égal à 6. Ceci 
posé, les équations d'équilibre se divisent en trois catégories. 

Equations /. — L'existence de k barres surabondantes fournit A* relations 
linéaires et homogènes entre les allongements. Si l'on pose d'une façon générale 

on aura ainsi A' relations linéaires et homogènes entre les ^i. 

Equations IL — La forme du système est déterminée par les longueurs des 
barres et sa position par six paramètres, le déplacement d'un nœud aura pour 
composantes trois fonctions linéaires et homogènes des allongements des barres 
et des accroissements de ces six paramètres. En exprimant qu'il y a des nœuds 
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fixes, ou assujettis à se déplacer sur des couches ou des surfaces^ on obtiendra 

3/> 4- 2 7 -h r 

équations linéaires entre lesquelles il faudra éliminer les accroissements des six 
paramètres de position, de sorte que, finalement, on obtiendra ainsi 

Syy -h 2 7 -f- r — 6 z= A' 

équations linéaires entre les ji/. Ces équations ne sont pas forcément homo- 
gènes. 

Équations m . — Écrivons que chaque nœud est en équilibre sous Tactiou 
des tensions qui y aboutissent et des force? extérieures qui y sont appliquées, eu 
y comprenant les forces de liaisons et les moitiés des poids des barres qui y 
aboutissent, car nous supposons le poids de chaque barre décomposé en deux 
poids égaux appliqués à chacune de ses extrémités. 

Nous obtiendrons ainsi 3^ équations qui seront linéaires par rapport aux ten- 
sions, aux inconnues p et aux composantes des forces et des poids. Mais les com- 
posantes des poids étant des fonctions linéaires des sections, nous pouvons dire 
que ces 3/i équations seront linéaires entre les //, les p et les 5/. 

En y remplaçant les ti par les ^|5/ et éliminant les p, nous obtiendrons finale- 
ment 

3 /i — ( 3/> -h 2 7 -h A-) rz 3 /i — 6 — A' 

équations linéaires entre les 5/. (^e sont les équations 111. 

Les Si sont au nombre de 

3 /i — 6 4- /i . 

§i donc nous considérons les ^z comme des constantes vérifiant les équations I 
et II et satisfaisant aux inégalités 

(0 r;<P,<r„ 

dans lesquelles R^ et R/ sont les charges de sécurité pratique relatives à la com- 
pression et l'allongement pour la matière dont est formée la barre B/, les ,?/ scronl 
assujettis à vérifier les seules équations III dans lesquelles il figure alors 



Lf 



inconnues de plus qu'il n'y a d'équations. 

On pourra donc se donner arbitrairement k -|- k' sections |)ourvu que les équa- 
tions III donnent, pour toutes les sections, des valeurs positives. 

En définitive, les équations III permettront d'exprimer les s comme fonctions 



t 
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linéaires de A* -f- k' paranièlres 

La fonction «(^i, ^o, ...) deviendra une fonclion linéaire des paramétres c, 
soit 

^((7,, (7j, . . . ). 

Soient pj- , 5", cy" les valeurs des ji, 5 et o- pour le système proposé S. Par lijpo- 
llirse, ce svstèmc résiste à son propre poids et aux forces données; donc les 
|ï]^ vérifient les équations I et II ainsi que les inégalités (1); de plus, les &J soni 
tous positifs et vérifient les égalités III. 

Nous allons modifier le système en laissant fixes les valeurs des P/. 

Supposons d'abord que la fonction i^ ne soit pas indépendante des 7. Prenons 
pour ces paramètres des fonctions linéaires d'un autre paramètre t; alors if de- 
viendra une fonction linéaire de t dépendant eflTeclivemcnt de 7, et tous les s 
deviendront aussi les fonctions linéaires de t. 

Faisons varier t à partir de sa valeur initiale t" dans un sens tel que la fonc- 
tion 6 aille en décroissant; les s vont varier et il y en aura au moins un qui ira en 
décroissant, sans (|uoi la fonclion 'f (.Vf, 5.j, . . .) qui a tous ses coefficients positifs 
irait en croissant, ce qui est absurde, puisqu'elle est constamment égale à d>. 

En faisant varier / toujours dans le même sens, les s partiront de leurs valeurs 
initiales positives â',^, les uns iront en croissant, les autres en décroissant, et il 
arrivera un moment où Tun des s arrivera à la valeur o; supposons que ce soit s%, 

Arrélons-nous à ce moment. Nous avons des sections 

o, 5j, 5j, . . . 

qui sont toutes positives. Dans le système S ainsi modifié, supprimons la barre B| 

(|ui a une section nulle, nous obtiendrons un système S|. Pour ce système, les 

valeurs dt^s p/ sont précisément les p" qui, par hypothèse, vérifient I, II et (i); en 

plus, les 5 sont tous positifs et vérifient les égalités III, de sorte que £| a une barre 

de moi us que ^ et résiste a son poids propre et aux forces données. En outre, 

pour ï,, la fonction '^ est 

9(0, 5',, ^i, .. .), 

(|ui, par hypothèse est moindre que »(*", a*!J, . . •). On peut donc écrire 

Supposons maintenant que la fonction à soit indépendante des paramètres 9. 
Reprenons le même raisonnement et faisons varier t à partir de t^ dans un sens 
que nous choisirons arbitrairement; il y aura certainement des s qui iront en dé- 
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croissant, sans quoi la fonclion cp irait en croissant, ce qui est absurde puisqu'elle 
reste égale à ^ qui est une constante. En verlu du raisonnement précédent, on 
arrivera donc au sj^stème S| résistant à son poids et aux forces données, ayant les 
mêmes nœuds et les mêmes j3 que le système S, mais avec une barre en moins, et 

cette fois on aura 

?2. — 9i. 

De toute façon, nous pouvons dire que nous arrivons sûrement au système 2| 
ayant les mêmes nœuds que S, mais avec une barre en moins, résistant à son 
propre poids et aux forces données, ayant les mêmes valeurs pour les rapports 3, 
c'est-à-dire tel que les banes correspondantes, dans les deux systèmes, travaillent 
au même taiix, et, enfin, tel que 

Ov £ Ov. 

I —i — I — 

Sur £i nous pouvons reprendre le même raisonnement et continuer jusqu'au 
moment où A* -h A*' sera réduit à o. 

Si Ton s'arrête au bout de A^ opérations, on arrivera à un système S' satisfaisant 
aux conditions de l'énoncé du lliéorème et qui sera strictement indéformable, 
mais soumis à des liaisons surabondantes. 

Si, au contraire, on ne s'arrête qu'au bout de Ar + Ar' opérations, on arrivera à 
un système qui sera strictement indéformable en vertu des liaisons auxquelles il 
est soumis. 

Le théorème général est donc démontré. Quant à ce qui est relatif aux systèmes 
d'égale résistance, cela résulte immédiatement de ce que les ^ sont les mêmes 
pour le système initial et le système final; si le système initial est d'égale ré- 
sistance, tous les ^ sont égaux, le système final ayant tous ses ^ égaux entre eux 
est aussi d'égale résistance. 

La fonction cp est une l'onction linéaire et homogène qui est absolument quel- 
conque, sauf que tous ses coefficients sont positifs. 

Soient a/, rf/, pi la longueur de la barre B,-, et la densité et le prix du kilo- 
gramme de la matière dont elle est formée. 

Si l'on veut diminuer le poids total en supprimant des barres surabondantes, 
on prendra pour cp la fonction 

qui remplit bien les conditions voulues. 

Si c'est le prix total que l'on veut diminuer, on prendra pour <p la fonction 

loidiPiSi. 

Le cas étudié par M. Maurice Levy est celui où la fonction ^ est indépendante 
des paramètres <t et conserve cette propriété chaque fois qu'on passe d'un système 
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au suivant. Les seules fondions o possédant celle propriété ne peuvent évidem- 
ment être que des combinaisons linéaires des premiers membres des équations III 
et, par conséquent, doivent dépendre des P/. Effectivement, si on modifie la dé- 
monstration de M. Maurice Lévy, sans en changer l'idée fondamentale, de façon 
à rappliquer aux systèmes qui ne sont plus dV'gale résistance, on est conduit à la 
fonction 

Nous pouvons maintenant énoncer en toute rigueur le résultat suivant, que le 
théorème de M. Maurice Lévj démonlrait dans un cas particulier et rendait très 
probable dans le cas général : 

De quelque façon que l^on construise un système articulé à lignes sura- 
bondantes, il existe toujours un système sans lignes surabondantes, ayant 
les mêmes nœuds, soumis aux mêmes liaisons, résistant à son propre poids et 
aux forces extérieures données et qui soit au moins aussi économique que le 
premier. 

Le genre de démonstration que j'ai adopté ici permet bien facilement de géné- 
raliser encore les résultais précédents. 

Soit un système S possédant K lignes surabondantes, c'est-à-dire pour lequel 
la statique donne K équations de moins qu'il n'y a d^'nconnues. 

Considérons alors II fonctions linéaires et homogènes des .ç, 

el faisons les hypothèses suivantes : 

1" On a 

H<K; 

2*' Il existe une combinaison linéaire et à coefficients positifs des fonctions 9, 

^ — lliQ^i, >./>0 (£ii::l, 2, . .., H), 

qui est une fonction linéaire et à coefficients positifs des S, 

^--2 A/ S/, A/>0 (£ = 1, 2, . . ., /?j)« 

Celte condition sera, par exemple, réalisée forcément si, parmi les fonctions o, 
il y en a une qui ait tous ses coefficients positifs. Supposons que ce soit ^i, on 
aura la fonction ij en prenant 

3" Les fonctions o sont linéairement indépendantes. 
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Reprenons notre raisonnement; les f seront des fonctions indépendantes desK 
sections, qui restent arbitraires d'après les équations III. On pourra donc consi- 
dérer les s et les ç comme des fonctions linéaires de H paramètres <j. Comme 
les o sont des fondions indépendantes, on pourra déterminer les quantités {x/ 
telles qu^en posant 

les fonctions 9 aillent toutes en décroissant avec /; il en sera alors de même de ^, 
et comme *} est une fonction linéaire et à coefficients positifs des 5, il faudra né- 
cessairement qu^un au moins des s soit une fonction linéaire de / décroissant 
avec /. 

On voit alors, sans qu^il soit nécessaire d^insister, comment la démonstration 
se continuera, et Ton arrivera à ce résultat, qu'on peut toujours, en diminuant 
simultanément toutes les fonctions cp, arriver à réduire le nombre des lignes 
surabondantes à la valeur H — 1 . 

On voit, avec la même facilité, que si Ton a H fonctions linéaires et homogènes 
indépendantes parmi lesquelles il y en a A, 

qu'on veut faire décroître et A', 

qu'on veut faire croître, et s'il existe, pour les fonctions Çi, cp2, ..., ça, une 
fonction ^ définie comme précédemment, on pourra réduire le nombre des barres 
surabondantes à la valeur H — 1, de façon à faire décroître les fonctions çp et 
croître les fonctions tp'. 



II. — Sur les conditions d'existence des systèmes articulés. 

Dans ce qui va suivre, nous nous plaçons à un point de vue exclusivement 
théorique, et, quelles que soient les longueurs des barres que nous aurons à con- 
sidérer, nous négligerons leur flexion. 

Considérons un système articulé placé dans des conditions quelconques et ayant 
à résister à son propre poids et à des forces données appliquées en ses nœuds. 
Les équations I, II, III du Chapitre précédent peuvent être considérées, quand 
on se donne les 5, comme les équations linéaires donnant les tensions, de sorte 
que chacune d'elles sera une fonction linéaire des 5, 

(i) ii = Si{Siy 5j, . . ,,s,„) (i = h 2, . . .,m). 
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Oïl prend ce j3oinl pour S', on voit que, si 



/ 

- > 2 X 4p» 



le système sera impossible. Comme D <C '-i/, on voit que, si 

D>32p, 

la ferme ne pourra exister quelles que soient les sections des barres. 

On serait arrivé à la même limite en prenant pour S' le tirant horizontal de la 
ferme. 

La ferme à trois bielles conduirait de même à la limite 64p. 

Nous pouvons également en tirer une autre conclusion immédiate : 

Soit un système S, et considérons un nœud, autre qu^m point d'appui auquel 
aboutissent [jl barres dont la plus petite longueur est a. Prenons ce point comme 
système S', et agrandissons homothétiquement X en respectant la nature de ses 
liaisons; X étant le rapport d'agrandissement, le système transformé aura un som- 
met où aboutiront [x barres dont la plus petite longueur sera \a\ donc, si 

ou 



>.>"f^p 



> 



a 



le système sera impossible. Nous obtenons ainsi le résultat : 

Si Von agrandit homothétiquement un système articulé en respectant la 
nature de ses liaisons, il arrive certainement un moment à partir duquel le 
système devient impossible. 

Les limites que nous trouvons ainsi dépendent non seulement du nombre des 
nœuds, mais aussi de la façon dont on les joint. Nous allons maintenant, en par- 
tant des résultats précédents, trouver des limites qui, naturellement, seront moins 
resserrées, mais qui auront l'avantage de ne dépendre que du nombre des nœuds 
et de prendre une forme géométrique extrêmement simple. 

Soit m le nombre des nœuds du système ; supposons que de chacun de ceux qui 
sont des points d'appui on dérive une sphère avec le rayon '^m^p, el que le sys- 
tème possède des nœuds qui soient extérieurs à toutes ces sphères, c'est-à-dire 
des nœuds dont la distance à l'un quelconque des points d'appui soit supérieure 
à am^o. 

Soit M un tel nœud, adjoignons-lui toutes les barres qui y aboutissent et ont 
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une longueur inférieure ou égale à 2 m p. Opérons sur Textrémité de chacune de 
ces barres, comme nous l'avons fait sur M, el continuons cette opération tant que 
nous pourrons. 

Comme chaque fois nous prenons de nouvelles barres du système S et que 
celles-ci sont en nombre limité, l'opération s'arrêtera forcément, et, à ce moment, 
nous aurons constitué un système If composé du nœud M tout seul ou de plu- 
sieurs nœuds réunis par des barres consécutives. Toutes les barres de S qui abou- 
tissent à S' ont des longueurs supérieures à amp, sans quoi elles auraient été 
prises en formant S'. Enfin aucun nœud de S' n'est un point d'appui de S; car, 
s'il en était ainsi, on irait du point M à un point d'appui en suivant des barres 
dont les longueurs seraient toutes inférieures ou égales à nnip et dont le nombre 
serait évidemment moindre que m, c'est-à-dire en suivant un chemin dont la lon- 
gueur serait inférieure à sm^p, ce qui est absurde d'après l'hypothèse faite sur 
la position du point M par rapport aux sphères. Le système !>' étant dans les con- 
ditions d'application du théorème précédemment démontré et u étant évidem- 
ment inférieur à m, on a, pour toutes les barres qui y aboutissent, 

d'où Ton conclut que le système I est impossible. 

Les sphères que nous sommes ainsi amenés à considérer ont un rayon 2 m^ p qui 
est d'autant plus grand que le nombre des barres est plus considérable. Pour un 
système d'un nombre déterminé de nœuds, il sera d'autant plus grand qu'il y aura 
plus de barres surabondantes. 

Mais une conséquence implicite du théorème de M. Maurice Lévy est que, si, 
pour une position donnée des nœuds, un système à barres surabondantes est pos- 
sible, il y a un système ayant les mêmes nœuds, sans lignes surabondantes et qui 
est possible, de sorte que, si les nœuds sont placés de façon qu'aucun système 
sans lignes surabondantes ne soit possible, on sera sûr que tout système à lignes 
surabondantes et ayant les mêmes nœuds sera impossible. 

Nous pouvons donc, sans nous préoccuper de savoir si le système a ou n'a pas 
de lignes surabondantes, réduire m à la valeur qu'il doit avoir pour que le système 
soit strictement indéformable, en vertu des liaisons, c'est-à-dire, en reprenant les 
notations du premier Chapitre, prendre, dans tous les cas, 

m = 3/ï — (3/> -h 27 -h r). 
Donc : 

Un système non plan ayant n nœuds dont p sont Jixes, q se déplacent sur 
des courbes, et r sur des sur/aces, ayant ou non des lignes surabondantes, 
est certainement impossible s^il a des nœuds extérieurs à toutes les sphères 
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ayant pour centres les points d'appui et ayant comme rayon commun 

îî[3/i — (3/? 4- 2<7 H- r)Yp, 

Si le système est plan, les sphères sont remplacées par des cercles ayant 

comme rayon commun 

2[2« — {ip H- q)Yp* 

De ce qui précède résulte que, lorsqu^on donne le nombre des nœuds et les points 
d^appui, retendue d'un système possible est limitée. 

Ces propriélés font également voir les raisons mécaniques pour lesquelles il est 
nécessaire, lorsqu'on veut augmenter Tctendue d'un Ouvrage, d'augmenter le 
nombre des points d'appui en introduisant des points intermédiaires et aussi 
d'augmenter le nombre des barres, ainsi que celui des nœuds sans introduire de 
barres surabondantes. 

Klles font aussi comprendre géométriquement pourquoi l'agrandissement homo- 
tbétique arrive à rendre le système impossible. En effet, les distances d'un nœud 
quelconque aux diflerents points d'appui sont proportionnelles au rapport d'agran- 
dissement X. Les rayons des sphères en sont indépendants, de sorte qu'en faisant 
croître X, il arrivera un moment où le nœud considéré viendra à l'extérieur de 
toutes les sphères, et, X continuant à croître, il restera toujours à leur extérieur, 
de sorte que le système deviendra et restera impossible. 



III. — Sur la méthode des figures réciproques pour la déterminatiok 

DES tensions. 

Je me propose de résoudre la question suivante : 

Déterminer tous les systèmes plans strictement indéformables tels que, 
quelles que soient les forces en équilibre appliquées en ses nœuds, on puisse 
déterminer de proche en proche toutes ses tensions en construisant unique^ 
ment des polygones de forces et sans jamais construire deux fois le même 
segment. 

Comme le polygone des forces ne permet de décomposer une force que suivant 
deux directions, il faut d'abord, pour pouvoir obtenir toutes les tensions de proche 
en proche, rien qu'en traçant des polygones de forces, que les nœuds puissent se 
mettre dans un ordre 

tel que chaque nœud ne soit lié aux suivants que par deux barres. 
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A chaque nœud S/ correspond un polygone de forces que je désigne par P/ el 
dont un côté// est équîpollenl à la force F/ appliquée à S/, les autres b étant 
parallèles aux barres B qui aboutissent en ce nœud. 

Pour qu^un système possède la propriété indiquée, il faut que les polygones P| 
puissent se placer, de telle façon que deux polygones qui correspondent à deux 
sommets liés par une barre aient en commun le côté parallèle à celte barre. 

Considérons un polygone quelconque P^^ et parcourons-le dans son sens à partir 
de l'origine àe f^^^ ; à la suite de /x,, nous parcourons un côté 6, qui sera commun 
à un autre polygone P^^ et qui, considéré comme appartenante Pa, aura pour extré- 
mité l'extrémité A de/^^. Considérons l'autre côté de P^^ issu de A et ayant A pour 
origine, si ce n'est pas /^^ ce sera un côté b de P^^ et, par suite, aussi un côté b 
d'un autre polygone P^^. Continuons ainsi en tournant toujours autour de A, nous 
arriverons fatalement à trouver un nouveau côté/*; sinon, comme le nombre des 
côtés b est limité, on retomberait sur un de ceux qui ont été trouvés. Si alors on 
ne retombait pas sur un des polygones déjà trouvés, le côté considéré serait 
commun à trois polygones, ce qui est impossible d'après les hypothèses. On ne 
peut également pas retomber sur un des polygones considérés, car un polygone 
déterminé n'est adjacent suivant un côté déterminé qu'à un seul polygone. Si 
donc on revenait en sens inverse, on devrait retrouver P^,, mais on retrouverait en 
réalité, en sens inverse, les polygones qui forment le cycle; donc, P^^ serait un de 
ces polygones et, par conséquent, n'aurait pas de côté /aboutissant en A. 

Nous arriverons donc à un côté /p^ ayant pour origine A et extrémité B. Nous 
raisonnerons sur f^^ comme sur /^^^ et nous pourrons continuer ainsi tant que 
l'extrémité du dernier segment / ne coïncidera pas avec l'origine du premier. 
Comme leur nombre est limité, cela arrivera nécessairement. Comme, d'autre 
part, la disposition cherchée des polygones P doit exister, quelles que soient les 
forces F, assujetties uniquement à être en équilibre, c'est-à-dire que les segments y 
équipollents aux F sont assujettis uniquement à former un polygone fermé, nous 
arriverons à en conclure que les côtés / des polygones P constituent le polygone 
des forces F. 

Pour aller plus loin, nous allons considérer un polygone fermé, formé par les 
barres et tel que deux sommets qui ne sont pas consécutifs sur le périmètre ne 
soient jamais réunis par une barre. 

Remarquons que, le système étant donné géométriquement, on peut se donner 
arbitrairement les grandeurs de toutes les tensions, les forces F seront déter- 
minées parla condition de faire équilibre en chaque sommet à toutes les tensions 
qui y aboutissent. 

Considérons alors les tensions et forces qui agissent sur notre polygone. 
Soient X',, X>'^^ ..., X^^ les projections sur un axe des tensions qui agissent sur 
les côtés; ^i, ^2^ ••• les projections des autres et X|, X2, ..., X^ celles des 
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forces F. Nous remarquons que, diaprés Thypothèse faite sur le polygone, les 
quantités ^1, X'2', .*. sont distinctes. 

Les sommets du polygone étant en équilibre, on a 

a:; — eX; -h 2.\:-<*> -h X, = o, 
a;; - a;.; -h Ix^^^ -h X, = o, 



rindicc supérieur des A; indiquant le sommet auquel sont appliquées les tensions. 

De là on tire évidemment 

2A;-h2X = o, 

relation évidente a priori. Supposons que les tensions et les forces F qui agissent 
sur le polygone puissent se décomposer en plusieurs systèmes partiels en équi- 
libre, et cela quelles que soient les conditions dans lesquelles se trouve le système. 

On aurait une relation 

2XX -h 2fXeV* = o, 

les X et |JL étant égaux à o ou i à condition de ne pas être tous égaux à o ou tous 
égaux, à 1 . 

Cette relation prendrait la forme 

-h X|2.v.^»î 4- x,2 a;<«j -h ... -h x„2 a;<») — lixX. = o, 

et elle devrait être vérifiée quelles que fussent les valeurs des e'V. et e!^' qui peuvent 
être, d'après une remarque faite, considérées comme des variables indépendantes. 
Les variables -Xo' montrent que Ton devrait avoir 

la relation se réduirait à 

2-X — It^ÂX = o, 

et devant être une identité par rapport aux a; elle montrerait que Ton a 

Donc tous les X et (jl seraient égaux à + i» ce qui est contraire à Thypothèsc. 

Donc il est démontré que les forces et tensions extérieures agissant sur les 
sommets du polygone ne peuvent pas, d'une façon générale, se grouper en sys- 
tèmes partiels en équilibre. 
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Faisons le tour d'un polygone Q tel que celui que nous venons de considérer, 
nous parcourons les sommets dans un certain ordre; considérons les polygones V 
correspondants. Ils ont évidemment les propriétés suivantes : ces polygones 
forment un cycle fermé, chacun d'eux a un côté b commun avec le précédent et 
un côté b commun avec le suivant; en outre, deux polygones quelconques du 
cycle, qui ne sont pas consécutifs dans ce cycle, n'ont aucun côté b commun. 

Soient P|, Pa, ..., Pa les polygones du cycle; i|, 6^, ...,6a les côtés [A qui 
leur sont communs. Désignons par Â|, Â2, ..., Aa, B|, B2, ..., Ba les origines 
et extrémités des côtés b en considérant fr| comme appartenant à P|, 62 à P2, 

Les côtés b que nous considérons représentent les tensions cX' du calcul pré- 
cédent, les autres côtés représentent les tensions A!- et les forces X. Les deux 
polygones A| A2 . . . Aa, B| Ba . . .Ba sont les polygones des forces rX^. et X décom- 
posées en deux groupes ; comme ils sont fermés tous deux, nous sommes en 
contradiction avec ce que nous venons de démontrer à moins que l'un des groupes 
contienne toutes les forces .«A^ et X et l'autre rien. 

Pour cela, il faut et il suffit que tous les points A soient confondus ou que tous 
les points B le soient. On peut l'exprimer géométriquement comme il suit : 

Lorsque des barres du système forment un polygone Q tel que deux 
sommets non consécutifs de ce polygone ne soient jamais reliés par une barre, 
les polygones P relatifs à ces sommets rayonnent autour d'un sommet 
commun en se réunissant par les côtés b qui sont parallèles aux côtés B du 
polygone Q. 

De là on déduit immédiatement que, dans le système, il n'est jamais possible 
de trouver trois polygones Q ayant un côté commun B. 

Soit, en eflfet, b la ligne homologue de B dans le diagramme. Chacun des po- 
lygones Q donnerait une série de polygones P rayonnant autour d'une extrémité 
de 6, et cela est absurde puisque b n'a que deux extrémités et que la série de 
polygones P rayonnant autour d'une extrémité de b et commençant par ce côté, 
est déterminée d'une façon unique. 

Il en résulte aussi que tous les polygones Q du système sont des triangles. 
Considérons deux sommets S/, Sa qui ne sont pas liés par une barre. 

En modiGant les tensions qui aboutissent à Sa» sans changer aucune des autres, 
nous ne touchons à aucune tension aboutissant à S/ de sorte que le polygone P. 
reste invariable en forme et position. Allons de S/ à Sa par une suite de sommets 
tels que le dernier Sa_i soit le premier qui soit lié à Sa par une barre. Les poly- 
gones P/+0 ..., Pa-2 sont fixes comme P/; quant à Pa_i, il a deux côtés va- 
riables, son côté/* et son côté b qui est commun avec Pa* En tous cas, ce côté b a 
un de ses bouts qui est fixe. Partons de ce bout et marchons sur le polygone Pa pour 
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atteindre un de ses sommets donné à l'avance dans un sens tel que Ton ne ren- 
contre pas de côté /de Pa. On ne parcourra ainsi que des côtés b représentant des 
tensions aboutissant à Sa* Le sommet considéré de Pa est donc Textrémité d'une 
ligne brisée dont l'origine est fixe, et dont les côtés ont des directions invariables, 
mais des grandeurs arbitraires, de sorte que ce sommet de Pa ne peut être fixe. 

En particulier, il est impossible qu'il y ait un sommet de Pa qui reste toujours 
en coïncidence avec un sommet de P/. 

Ceci posé, supposons qu'un polygone Q ait plus de trois côtés; on pourrait 
trouver sur lui deux sommets S/, Sa non réunis par une barre et, puisque les po- 
lygones P relatifs aux sommets de Q doivent rayonner autour d'un même sommet, 
l\- et Pa, en particulier, auraient toujours un sommet commun. 

Il est donc démontré que tous les polygones Q sont des triangles et, en outre, 
comme nous l'avons vu, il n'y a jamais trois triangles ayant un côté commun. 

Jusqu'à présent nous n'avons pas utilisé le fait que les tensions pouvaient se 
trouver de proche en proche, nous avons simplement supposé l'existence d'un 
diagramme réciproque, de sorte que nous pouvons dire : 

Les seuls systèmes pouvant posséder des diagrammes réciproques sont les 
systèmes triangulés. 

Supposons, maintenant, qu'on veuille chercher les systèmes pour lesquels on 
peut déterminer les tensions de proche en proche par un diagramme réciproque. 

Revenons à ce que nous avons dit au début du Chapitre et considérons les 
sommets dans l'ordre 

S//, S,i_i, S«_2 forment un triangle que j'appelle T«_2. S„_s forme, avec deux de 
ces trois sommets, un nouveau triangle T;,.s, ensuite S;,_4 est fourni, d'après les 
propriétés que nous venons de démontrer, comme sommet d'un triangle ayant 
pour base un côté de T,,_j ou de T;,_a à l'exclusion du côlé commun ; soit T«_4 ce 
nouveau triangle. 

Continuons ainsi, nous aurons les triangles 

tels que chacun d'eux ait des côtés communs avec deux des précédents et qu'il 
n'y ait jamais de côté commun à trois triangles. 

Considérons les triangles qui ont deux côtés libres : le sommet à l'intersection 
de ces deux côtés est évidemment celui d'indice le moins élevé; les deux tensions 
correspondantes sont déterminées immédiatement. 

Supprimons tous les sommets qui se trouvent dans ces conditions, ce qui re- 
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vient à considérer les tensions correspondantes comme des forces extérieures 
connues. 

Le système devra se retrouver dans les mêmes conditions, il y aura encore 
au moins un triangle ayant deux côtés libres. On recommencera le même raison- 
nement que précédemment et l'on continuera toujours. Il est évident qu'en opé- 
rant ainsi on arrivera à épuiser le système, c'est-à-dire à un ou plusieurs triangles 
ayant leurs trois côtés libres. 

On voit que, réciproquement, les systèmes ayant la propriété demandée se 
constitueront de la façon suivante : 

On partira d'un ou plusieurs triangles ayant chacun leurs trois côtés libres. On 
leur accolera des triangles ayant deux côtés libres; au système ainsi obtenu on 
accolera de nouveau des triangles ayant deux côtés libres, et ainsi de suite. 

On voit, d'ailleurs, que deux de ces triangles, ayant pour points de départ deux 
des triangles primitifs isolés, ne pourront se rejoindre, car celui des deux que 
j'aurais tracé en dernier n'aurait eu qu'un côté libre, de sorte que j'aurai autant 
de systèmes séparés que j'avais de triangles primitifs. 

La conclusion est donc que les systèmes les plus généraux pour lesquels il 
est possible de construire les tensions de proche en proche sont les systèmes 
ramifiés simplement triangulés. 

En entendant par là des systèmes dont les branches ne forment pas de contours 
fermés, chacune d'elles étant constituée par un système simplement triangulé 
ordinaire, deux branches se réunissant par un triangle qui n'a aucun côté libre. 

On voit, d'ailleurs, avec la plus grande facilité, que la méthode s'applique effec- 
tivement à ces systèmes. 
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DONT L'INTEGRALE GENERALE EST UNE FONCTION 
A UN NOMBRE FINI DE BRANCHES. 

Par m. Armand CAHEN. 



INTRODUCTION. 

1. La théorie des équations différentielles à points critiques fixes a fait l'objet 
de travaux récents et nombreux, dont les principaux sont dus à MM. Fuchs (* ) 
et H. Poincaré (^) pour le premier ordre et à MM. E. Picard (') et P. Painlevé (*) 
pour le second ordre. 

Généralisant la question, M. Painlevé a étudié les équations différentielles, 
dont rintégrale n'acquiert qu\in nombre fini n de branches, quand la variable 
tourne autour des points critiques mobiles (^), sans tourner autour des points 
critiques fixes. 

On dit alors que l'intégrale générale acquiert seulement n valeurs autour 
des points critiques mobiles. 

Ces équations comprennent, comme cas particulier, celles dont l'intégrale est 

(*) Fdchs, Sitzungsberichte der Académie der Wissenschaften zu Berlin; juin 1884. 

(*) H. PoiNCiRÉ, Sur up. théorème de M, Fuchs {Acta mathematica, t. VII). 

(•) E. Picard, Théorie des /onctions algébriques de deux variables {Journal de Ma- 
thématiques pures et appliquées; 1889). 

(*) P. Painlevé, Mémoire sur les équations différentielles du premier ordre {Annales 
de l* École Normale; 1891-1892). — Leçons sur la théorie analytique des équations 
différentielles professées à Stockholm en 1895. Paris, Ilcrmann ; 1897. 

(*) Les points critiques mobiles sont ccu\ qui varient avec les constantes arbitraires 
d'intégration et les i^oinls fixes sont ceux qui sont indépendants de ces constantes. Quand 
la variable complexe x décrit un contour yî^r/ne, on dit qu'elle n*a pas tourné autour du 
point X = Xq, par exemple, si la variation totale de l'argument du vecteur XqX est nulle. 
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une fonction analytir/m* n'admcllant que n branches dans tout son domaine 
(roxisleiice. 



i. C.e travail est consacre à la détermination explicite des équations difleren- 
lielles (In j)rcmicr ordre dont Y intégrale générale n'admet qu'un nombre Ji ni 
(l(* branches ou plus généralement n'acquiert qu'un nombre fini de valeurs 
autour (1rs points critiques mobiles. 

Soit 



(') 



F(y./. ^) — o 



une é(|uation dinerenlielle du premier ordre, où V est un polynôme en y\ y 
dont les coenicients sont des fonctions analytiques de .r. 

On peut se proposer de former toutes les équations (i) de degrés donnés en 
) ' et en y, et dont l'intégrale n'acquiert qu'un nombre donné n de valeurs autour 
des points crilicpies mobiles. 

Pour fixer les idées, supposons <|ue F soit du premier degré cn^', et soit 



, _ A( )', . r) _ Xa(.r)/»-f -... - 4->o(.r) 



(■•O 



ré(|uatioii considérée, où A et B sont des polj'nomesen j^ de degrés a et p. Appe- 
lons degré en y de Téquation (2) le |)lus grand des deux nombres a, ^ -h a ; 
a|irès une transformation homographicpie (|uelcon<|ue, efTecluéc ^wv y, a est égal 

Cherchons à déterminer toutes les équations (î>.) de degré donné q en y 
(soit q = .{) dont rinlégrale^'(a*) n'acquiert qu'un nombre donné /i débranches 
(soit n =:= 3) autour des points critiqut^s mobiles. 

L'intégrale de (2) peut alors recevoir la forme 



a{ r, x) 

rf 7 =<'oiist., 

bi^y.a) 

où a et b sont des polynômes en v de degré n. 

Si Ton exprime que l'équation (u) satisfait à cette condition, on forme évidem- 
ment un système de relations dilférentiellcs algébriques entre les coeffîcienls 
À,, . . . , Âo» \^^^ • • M ;^o ^c -^^1 I^* Mais il serait très pénible de discuter la compa- 
tibilité de ces relations et le degré de gén<>ralité de leurs solutions. Enfin il res- 
terait à intégrer ces relations pour obtenir les coefficients )^, u en fonction des 
vttnstantes et des fonctions arbitraires «|u*ils comportent. 

Toute la difficulté du problème consiste donc à déterminer explicitement 
toutes les éipiations ('«) répondant à la question, c'est-à-dire ù déterminer les A, 
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jx en fonction algébriqle des fonctions et constantes arbitraihes dont elles 
dépendent. 

Ce problème a été entièrement résolu par M. Painlevé pour les équations (2). 

3. Mais quand on passe aux équations du second degré en y', la méthode, 
bien que subsistant en principe, se heurte à des difficultés nouvelles. 

Je me propose donc de traiter complètement ce problème pour les équations 
du second degré en y. D'une façon précise, soit 

(3) Lj'*— 2M/4-N=:o 

une équation diflerentielle, 011 L, M, N sont trois polynômes en j-, de degré ^,, 
72? Ci (analytiques en x). Soit q le plus grand des trois nombres <7i -h 4> 72-i- 2. 
^3. Nous nous proposons de déterminer explicitement toutes les équations ('6) 
de degré donné q en y, dont ^intégrale générale n'acquiert qu'un nombre 
DONNÉ n de branches autour des points critiques mobiles. 

Par le mot explicitement, il faut entendre que les coefficienls a(x), .... 
[x(a:), ..., v(ar), ... dont dépendent les polynômes L, M, N doivent être déter- 
minés en fonction algébrique de constantes arbitraires et de fondions arbi- 
traires de X (et de leurs dérivées). 

1. La méthode que nous employons repose sur certaines propriétés établies 
par M. Poincaré et M. Painlevé sur les équations différentielles du premier ordre, 
et que nous rappellerons tout d'abord. 

En premier lieu, comme Ta montré M. Poincaré, les équations à points cri- 
tiques fixes s'intègrent algébriquement, ou par une quadrature, ou se rarnènenl 
algébriquement à une équation de Riccati. 

D'autre part, d'après un théorème de M. Painlevé, si l'intégrale générale 
n'acquiert que n valeurs autour des points critiques mobiles, cette intégrale 
générale 

considérée comme fonction de la constante arbitraire jo (^o ayant une valeur nu- 
mérique, zéro par exemple), est une fonction algébrique de y^. 

M. Painlevé a déduit de ce théorème que, quelle que soit /i, l'équation 

(A) F(/,7, x)rT:o 

se ramène algébriquement aux équations à points critiques fixes. Son intégrale 
générale s'obtient, par suite, algébriquement, ou dépend soit d'une quadra- 
ture, soit d'une équation de Riccati, 
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5. Enfin, je rappelle encore les deux théorèmes suivants dus à M. Painlevé : 

I. Etant donnée une équation (A), on sait reconnaître, à l'aide d'un 
nombre fini d'opérations, si son intégrale y{x) ne prend qu'un nombre 
noNM-: n de valeurs autour des points critiques mobiles, et, dans ces condi- 
tions, C équation s'intègre algébriquement, ou se ramène algébriquement, 
soit à une équation 

— = X (x)d.rf 

soit à une équation de Riccati. 

II. Soit une équation donnée 

(A,) F,(/,j, a;) =o, 

ALGÉBRIQUE cn y\y, X] on sait {à l'aide d'un nombre fini d'opérations) re- 
connaître si l'intégrale générale est une fonction transcendante qui ne 
prend qu'un nombre fini (inconnu ) ( * ) de valeurs autour des points critiques 
mobiles, ou ramener l'équation aux quadratures. 

6. Gela posé, considérons d*abord une équation du premier degré en^, 

, a^(x)y^ ^a^_,(x)y^-' -^-■-^-^o _- 

et cherchons à délerminer explicitement toutes les équations de cette forme, de 
degré q donné en j^, et dont l'intégrale générale acquiert un nombre donné n de 
valeurs autour des points critiques mobiles. 

M. Painlevé a développé une discussion complète, relative à la compatibilité 
des conditions imposées aux coenicients ay, bk dans un Mémoire (^) consacré à 
l'élude plus générale des écjuations (?.) dont l'intégrale générale est de la forme 

^'^^ f^{^r)\y - g,{x)Y^[y - g,{x)y., , ,[y - g,{x)]\ 

où /|, 1*2? • • •» 'A sont des constantes numériques données, et A, ^i, g^y ..,, ^* 
des fonctions inconnues de x. 

Je reprends tout d'abord l'exposé de cetle méthode, en lui faisant subir cer- 
taines modifications, et je l'applique a la formation explicite de tous les types 



(M Ce nombre est le même pour toutes les intégrales, sauf pour certaines intégrales 
exceptionnelles, 
(«) Annales delà Faculté des Sciences de ToulousCy G.i-35; 1896. 
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d'équalions {'i) de degrés 3, 4» 5* 6, 7, 8 en j^ dont Tinlégrale générale prend 
deux, trois ou quatre valeurs autour des points critiques mobiles ('). 

Quant au passage des équations du premier degré aux équations du second 
degré en y\ la méthode montre bien encore que les conditions imposées aux 
coefficients de Téq nation (i) peuvent recevoir une forme algébrique, mais la 
question de compatibilité entre ces relations algébriques présente des difficultés 
nouvelles, où interviennent les intégrales singulières et les lieux des points de 
rebrousse me nts des intégrales. 

Avant d^exposer en détail la méthode et la discussion à laquelle elle donne lieu, 
je voudrais, dans cette Introduction, en indiquer rapidement les principes. 

7. Lorsque l'intégrale générale de l'équation 

(3) L7'---2M^''-f-N = o 

» 

ne prend qu'un nombre fini n de valeurs autour des points critiques mobiles, elle 
peut s'écrire 

(4) aC«-2(3C-+-7 = o, 

où a, ^, Y sont des polynômes en y de degré /i, si le genre m de la relation entre 
les constantes intégrales (^) est nul et de degré 2n, si ce genre est égal à un. 
Quant au cas de w >* i, il ne peut se présenter ici ('). 



(1) C'est pour moi une occasion de comparer les types ainsi obtenus à d*aulres types, 
formés précédemment par M. Painlevé, à l'aide d'une première méthode développée dans 
les Annales de VÉcole Normale (1892). Cette méthode, qui donne lieu à des calculs 
assez simples, ne fournit pas explicitement les équations (9. ), des que le nombre de branches 
de rinlégrale est supérieur à troiSy mais astreint les coefficients de (2) à certaines relations 
différentie lies . 

(*) Quand l'intégrale générale est de l'espèce indiquée, il existe une classe de courbes 
algébriques de même module^ dont la courbe (3) en ^', y (où x est un paramètre quel- 
conque) est une transformée rationnelle d'ordre /i, et dont le {çenre gj est ôil genre de la 
relation entre les constantes intégrales. On peut choisir deux intégrales premières ra- 
tionnelles en (y^y) : C = ^(y\y, x)^ c = r{yyy, x)^ telles que C elc vérifient la relation 
entre les constantes intégrales^ et que toutes les autres intégrales premières rationnelles 
ftïiy\y, soit y = p(j'» 7^^)^ s'expriment rationnellement en C, c. 

(') En effet, si in > i, il existe au moins deux multiplicateurs algébriques de l'équation 

différentielle t_ ■ et )±L - > dont le quotient 77-7-^ — -9 égale a une constante, définit 

v/QÏÎ /QR H,(7,ar) ^ 

l'intégrale générale, qui correspondrait alors à une équation différentielle du premier degré 
en y'. Voir Painlevé, Annales de r École Normale, p. 220 et suiv.; 1892. 
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Soit d'abord le cas de rs =. o. Posons 

(5) M--LN=:P»QR, 

F, Q, R élant trois polynômes de degrés t, y, A* liés parla relation 

(6) iq — !\=i 21 -^j -h X-, 

Téquation Q = o (de degré y) désignant le lieu des points de rebroussemenf, et 
Téqualion R = o (de degré X), les intégrales singulières, 

La relation (4) est, par hypothèse, irréductible en y et C, sauf pour certaines 
valeurs exceptionnelles de C cl, en particulier, pour les valeurs G = C^ (néces- 
sairement en nombre Jini). dites valeurs remarquables de la constante, et telles 
que l'équation (4) admet, pour C = (V» quel que soit j:, des racines multiples 
y = gf.{x)^ dont les ordres de multiplicité ar^ br^ •• •, ^r sont liés au degré q de 
Téquation diflerentiellc par la relalion 

(a) 7 = 2/1 -h /•— 2 [(ar—i)-h (^.— I )-+-... 4- (<V—i)] (*). 

Écrivons que l'équation (3) possède y courbes y z= g[x) lieux de points de 
rebroussement, k intégrales singulières el p solutions remarquables 

respectivement d'ordres «i, a^, . . . , «/>, avec la condition 

r/i — 1 H- a, — I -h . . . -t- ^/, — 1 r= 2 // -f- X — <7, 

nous obtenons 

3/ -h A- 



2 /i -f- /. — 7 -h 2J -h /* — 



2 



conditions algébriques; et, si toutes ces conditions sont compatibles, réquation 
diflercntielle dépend de 

3 /i H- 2 — ( 27 H- /^ j — (2/14-A — 7) = «-f-4 

/onctions arbitraires el de p constantes arbitraires. Par suite, à tout choix des 
entiers positifs /, y, A", satisfaisant à l'égalité (6), correspondent un nombre yi ni 
de systèmes de conditions algébriques entre les coefficients de l'équation (4)- 

Chacun de ces systèmes définit une écjualion (4) dépendant de 1 -j- /{fonctions 
arbitraires et d' un certain nombre de constantes arbitraires, égal au nombre 
des solutions remarquables. 



(*) P. Painlevé, Leçons de Stockholm, p. 167. 
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Ce nombre atteint son maximum in -{- k — y, quand loules les solutions re- 
marquables sont d'ordre deux, 

8. Dans ce dernier cas, qui peut être considéré comme le plus général, nous 
faisons la discussion complète des conditions algébriques correspondantes, et 
nous montrons : 

1** Que les conditions précédentes sont compatibles et déterminéks; 

îî" Que V équation (4) ainsi obtenue en y, C est irréductible; 

i^** Que r équation différentielle (3) correspondante (dont le degré est au 
plus égal à q) est exactement de degré q\ 

4" Que le nombre des branches de l'intégrale, permutables autour des 
points critiques mobiles, nombre qui est au plus égal à n, est bien égal à /), 

et que, par suite, 

5® Le genre rs de la relation entre les constantes intégrales est nui., 

]^a question posée au début est donc résolue dans le cas de tït = o, el le type le 
plus général des équations (3) dépend de /-f-4 fonctions arbitraires et de 
2/I-+-A' — q — 3 constantes arbitraires (*) distinctes, i élant le nombre des 
racines doubles du discriminant RP — LN de Téquation en ^, et /r le nombre 
des intégrales singulières distinctes, 

9. Si l'on passe au cas où le genre m est égal à un et si Ton recherche d'abord 
directement les équations (3) correspondantes, on remarque qu'il n'^' a pas, en 
général, de courbe Q = o, lieu des points de rebroussement (^), et que l'équa- 
tion R = o (de degré 2p ■+• a) désignant les intégrales singulières, l'intégrale gé- 
nérale est donnée par la quadrature de différentielle totale de première espèce 

où X(a?) est une fonction arbitraire de x^ et où les polynômes H{y, x), K( r, a), 
}\(y^x) dépendent de p -^ il fonctions arbitraires et d'une constante 



(1) Le nombre 'i/i-hA — q des constantes arbitraires distinctes peut être réduit à 
a/i-+-A — q — 'i {ce dernier nombre devant être remplacé par zéroy s'il est iiégalif). 
paice que toutes les formes (4) de l'intégrale générale se déduisent de Tune d'entre elle!» 

par le changement de C en -r^ -y X, [ji, p désignant des constantes numériques. 

• VI -t- p 

(*) Dans quelques cas exceptionnels y on peut, cependant, rencontrer des lieux àt points 
de rebroussement, pour lesquels les deux valeurs de y' deviennent infinies, 

Fac. de T., 2- S., I. i'i 
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arbitraire a, module do la différentielle elliptique, dont - • csl une trans- 

formée rationnelle . 

Si Ton veiil (|ne réquation diirérenlielle eorrespondanle, dont le degré appa- 
rent esl 2/7 -f- -i, s'abaisse au degré </, il faut introduire, eomme plus haut, les 
notions de soittfions remarquables et de constantes remarquables; d'où des 
relations, <|u'on peut écrire sous la forme transcendante (*) 

où j'p esl une fonction algébrique des /> -h 2 fonctions précédentes. 

(les relations sont en nombre 2/> -!-•>. — /y pour la solution la plus générale. 

On lrouv<; ainsi /-f- /j fonctions arbitraires et 2/? -f- a — q constantes arbi- 
traires, en fonction desquelles les coefficients s'expriment algébriquement. 

Nous conservons aux relalions (^) leur forme transcendante, nous v ajoutons 

les conditions transcendantes, exprimant nue Tintéi^rale / — =^ n'a (luc deux 

périodes, qui sont des constantes absolues, et nous montrons (|ue Tenscmble de 
ces deux séries d<î relations transcendantes est compatible et déterminé (*). 

Il V a donc /H- \ fondions arbitraires, et, comme, d'autre part, les relations 
peuvent recev(»ir une forme algébrique , on en conclut que les coefficients dé- 
pendent algébriquement de /-f- \ fonctions c//V;///7f//-e.ç convenablement choisies. 

10. Observons, dans ce dernier cas, que, si Ton met Tintégrale générale sous 
la forme 

(a)' «,(:*--2;3,(:-T-y,rTzo, 

il n'y a pas de lieux de points de rebroussement (y =0) et ai , ^1 , y, sont de degré 
2 // en y. 

luNersement, si une relalion (\)' de degré an définit Fintégrale d^inc équation 
diflerenlielle (3) de degré q en j', cette intégrale acquiert 2/1 valeurs autour des 
points critiques mobiles; les coefficients de (3) dépendent de i -^^ ^ fonctions ar^ 
bit ra ires et de \n -i- •>./> — q — 1 constantes arbitraires, et le genre ra est nul. 
Mais, comme dans le cas de rn r— 1 , 1rs constantes arbitraires sont au nombre de 
'* p -f 2 — q, il faut en conclure <|ue. dans le cas de ro = 1, les \n H- 2y> -t- 2 — q 
constantes remanpiables, ou bien ne donnent pas lieu chacune à une seule solu- 
tion double, on bien sont liées par \n — { relations algébriques. 



( * ) Cos rolutions pourraient, <l'aill»Mirs, «»irc ruiiioiiéc» à d«5 formes algébriques. 

(>) LcH autres ohjcclioiis, (|iir l'on priil faire au raisonnemenl. font également ici Tobjel 
d'une discussion eomplèle, mais rapide, analogue à ecllc que nous dêvcloppoo!* à propoi» 
de*» équalion'i de genre m ~ o. 
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Nous montrons qu'il existe alors quatre constantes remarquables telles, que 
le premier membre de (4)' devenant un carré parfait, elles donnonl lieu respec- 
tivement à un abaissement de degré n. 

Ces quatre constantes ne sont autres, d'ailleurs, que les quatre racines du ra- 
dical, qui engendre la différentielle elliptique dont il a été question un peu 
plus haut. 

11. Kn définitive, nous obtenons le théorème fondamental suivant : 

Théorème. — Les entiers q et n étant donnés (4 = y ^4")» (appelons /, y, k 
trois entiers positifs satisfaisant à la condition 

'^i-^J -i- A=2q — 4, 
et aux inégalités 

y -h /• ^ 2, 3j -h A"l2n, k ^q — in. 

A chacun de ces systèmes d'entiers i, y, A', correspondent une infinité 
d'équations (3), dont l' intégrale acquiert exactemkwt n valeurs autour des 
points critiques mobiles. Ces équations, qui forment deux classes distinctes, 
suivant que le genre m de la relation entre les constantes intégrales est égal 
à ZÉRO ou à IN, dépendent algébriquement de i-h4 fonctions arbitraires et 
de constantes arbitraires, dont le nombre est vlu -f- A' — q — 3 ou k — 7 ( ' )i 
selon qu'on se trouve dans l'un ou l'autre de ces deux cas, 

l^e théorème n'est en défaut que si l'entier q étant égal à 4? on a k = 4^ <>" 
A* == îi,y = o. Dans ces deux cas exceptionnels^ Téqualion (3) correspondante a 
toujours SCS points critiques fixes. 

a. Un problème intéressant consiste à former les écpiations difrércntidles de 
l'espèce précédente, dont les coefficients appartiennent à une classe donnée de 
fonctions ; nous avons là encore un genre de questions, où le nombre des con- 
stantes remarquables joue un rôle des plus importants. 

Voici les deux principales questions, que nous résolvons, et qui se rattachent 
à cet ordre d'idées. 

I. Former les équations (3) à coefficients algébriques, de degré q donné 
eny^ dont l'intégrale générale prend un nombre donné n de valeurs autour 
des points critiques mobiles. 

II. Former les équations (3) à coefficients algébriques de degré q donné, 



(•) Les deux nombres in -k- k — q et k — q doivent dire remplacés par zéro, s'iU sont 
négatifs. 



2^8 A. CAHEN. 

dont V intégrale est une fonction thansceiudante qui ne prend qu^un nombre 
///îi (non donnk) {*) de valeurs autour des points critiques mobiles. 

13. Les principes utilisés précédemmenl el les mëlhodes correspondantes 
s^appliquenl à Pélude beaucoup plus compliquée des équations du second degré 
en y el de degré q en y 

(3) L/*-2M/-^Nn:0, 

ayant pour intégrale générale 

(8) a'C*-aj3'(:4--/=o, 

où a', j3'. y' sont des expressions de la forme 

A,,Â2, ..., 'km étant des constantes numériques quelconques données, et pour 
lesquelles nous établissons une formule (a)', qui peul être considérée comme une 
généralisation de la formule (a) du n" 7. 

Nous n'avons pas encore résolu complètement la question, qui consiste à 
former explicitement les é(|ualions (l\) de degré </, dont Tinlégrale générale est 
de la forme (8), mais les quelques développements que nous consacrons à ce 
problème suffiront à montrer comment les méthodes précitées permettent de le 
traiter complètement. 

Pour terminer, nous consacrons quel(|ues lignes aux écjuations (3) qui ad- 
mettent un facteur intégrant algkbriqik et nous établissons, là encore, une 
formule {oLf\ analogue à la formule (a) du n° 7, permettant de traiter le problème 
de la formation explicite do ces équations. 

1 i. Je rappelle aussi les nombreuses a|)plications dé\el(Y|)pées dans le corps 
de ce Mémoire. 

Tout d'abord, comme jr l'ai déjà signalé plus haut, je forme explicitement 
toutes les é(|uuti()ns du premier degré en y'^ qui correspondent aux valeurs .'$, 4« 
5, 6, j, 8 de rentier q et aux valeurs •>., .'), \ de Tentier //. 

J*insiste longuement sur certains exemples particuliers, afin de bien montrer le 
but poursuivi en introduisant la méthod<; en (jucstion. 

Je forme ensuite toutes les équations du second degré en y^ dont l'intégrale 



(M Ce nombre est toujours «suppose le nit^me pour toute> le» intégrales, sauf pour des 
inlrpralcs exceptionneites. 



FORMATION EXPLICITE DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DE PREMIER ORDRE, ETC. 249 

n^acquîert que deux branches autour des points critiques mobiles cl pour les- 
quelles l'entier y prend les valeurs 4> 5, 6, 7 et 8. 

Enfin, je forme les types les plus intéressants d'équations du second degré 
en y ^ dont V intégrale générale acquiert trois valeurs autour des points cri- 
tiques mobiles ('). 



CHAPITRE L 

ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ EN y'. 



I. — Généralités et propriétés connues. 
1. Etant donnée une équation difTéreniielle 

où B et A sont deux polynômes en y premiers entre eux pour x quelconque, le 
premier de degré q (^), le second de degré q — 2, si l'intégrale générale ne 
prend que n valeurs autour des points critiques mobiles, on peut la mettre sous 
la forme 

La relation (2) délinit, par hypothèse, une fonction ^(x), qui, pour une valeur 
quelconque donnée à la constante C, a n valeurs distinctes. L'équation de degré n 
en y 

«(J, J^)^' — P(y, x):-0 

ne sera réductible que pour certaines valeurs exceptionnelles de C, et, en parti- 
culier, pour les valeurs C^=Cr, dites valeurs remarquables, de la constante pour 
lesquelles ré(|uation (2) admet, quel que soit x^ des racines multiples y =i 5'(-r), 
dites solutions remarquables, et dont les ordres de multiplicité sont liés au 
degré q de Téquation par la relation (') 

q — xn --^(«r— l) -+- (^r— + •••-+- (^r— 0- 



(*) Les pnncipau\ résultats contenus dans ce Travail ont été résumés dans une Note 
présentée à TAcadénnîe des Sciences (séance du 26 décembre 1898). 

(<) D*une façon plus générale, si px et q\ sont les degrés de B et A, q est le plus ^rand 
des deu\ nombres />|, ^i+a. 

(•) P. Painlevk, Leçons de Stockhotm^ p. 14O. 
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2. Inserseinent pour que réqualion (a) définisse rinlégrale ^énévdXe d'une 
équalion (i) de Hegn* </, il faut et il suffil qu'il existe p solutions remarquables 
.>'i(-^^>^i^*^)» • • • » Xp^'^) ^^ multiplicités «i, «3, . . ., r/p, lelles qu'on ait 



= ? 



</7- '4/* — ^(^r— 0- 



r- 1 



Soit donc l'iulégrale générale 

Si nous exprimons (|ue )>-= Sr{^) <*st une racine d'ordre ar — i de Téquation 

!) .-- a ^ — ^ -.- = o, 



<;t, de plus, qu'elle rend constant le lapport -> 



nous formons rr^ conditions algébriques portant sur les a/j-j-i coefficients 
de a, jï. Si l'on élimine ^r(-ï') cnlre ces conditions, on obtient Or — i conditions 
algébriques entre les coefficienls a/, [îly el la constante Cr. 

Kn opérant ainsi pour cFiaque solution remarquable, on obtient 

( flTi — I ) -f- ( ^ j — I ) -h . . . 4- ( ^;, — I ) =: U /l — 7 

conditions algébriques (S). Si toutes ces conditions sont compatibles, l'équa- 
tion (2) dépendra algébrif/uement de 7 -f- 1 fonctions arbitraires et d'un 
nombre de constantes arbitraires égal au nombre des solutions remarquables; 
ce nombre sera maximum et égal à 7.n — 7, si toutes les solutions remarquables 
sont d'ordre deux. 

On peut donc dire que la solution la plus générale dépend de 7 -f- i fonctions 
arbitraires (nombre indépendant du nombre n des branches de l'intégrale géné- 
rale) et de '\n — q constantes arbitraires, 

II. — <]0MPATfBILITÊ DES RELATIONS (S). 

3. Les conclusions précédentes ne sont rigoureusement exactes que si les con- 
ditions (S) sont compatibles et déterminées. 

Nous allons démontrer directement que, au moins pour la solution la plus 
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générale (•), c'esl-à-dire pour laquelle toutes les solutions remarquables sont 
d'ordre deux, il y a bien compatibilité. 

En effet, dans ce cas, les an — q conditions sont de la forme 



(S) 



r. 


a(y,, X) 


r 


«(/„ x) 


^'t 


Hyi^^^y 


r 


•••••••••••••î 


^^in- 


"' P(yi»-„ -r) 



oii^, (ic), ^ .,(x), . . • ,^'2/i-7(^) sont des fonctions algébriques des coefticienls 
inconnus a/, ^y de a, p. 

I^es constantes C|, Cj, ..., i^^n-q étant entièrement arbitraires, le système (S), 
qui contient algébriquement les fonctions a/, ^y, sera résoluble par rapport 
à 2/1 — q d'entre elles, à moins qu'un des seconds membres de (S ), par exemple 
le dernier, ne soit identiquement fonction des autres. 

Supposons qu'il en soit ainsi, et exprimons que toutes les autres racines 
de D, soit 

yin—q-*-l^ .Vî/i— 7+-JÏ •••< ytn— if 

sont des intc^grales de (i), d'où le système 



• i^t 



(S') 



c. 



r 












Pour des valeurs arbitraires données aux 2/1 — :>. constantes ('., C, rt fortiori, 
les 2/1 — 2 seconds membres de (S) et (S') ne sont pas distincts, et, par suite, 
l'équation (1)' correspondant à ces in — 2 valeurs remarquables de la constante 
dépend au moins de quatre fonctions arbitraires; mais c'est une équation de 
Riccati; or, Tinlégrale générale d'une équation de Riccati dépendant au plus de 
trois fonctions arbitraires, il y a contradiction et, par suite, les équations (S) 
sont bien résolubles par rapport à in — q des fonctions a,, ^y. 



(' ) Cf. P. Painlkvk, Leçons de Stockholm, p. 1 rx, — Anna/es fie ta Faculté des Sciences 
de Toulouse, toc, cit. 
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Il l'ésullc de là qircii faisanl abstraction de cerlaînes valeurs exceptioka elles 
des constantes r, les conditions (S) dé/inissent 2/1 — q des 2/14-1 /onc- 
tions oLij [3y ALr.KBRiQUEMEAT II l'aidc de ç ^ i d* entre elles et de '\n — q con- 
stantes arbitraires. 



III. — Knploi de la transformation honographique. 

t. On peut remar(|iîer (|ue, si Ton eirectuc siir^ une transformation homo- 
graphique, dont les coefficients sont des fonctions de x et sur j: le changement 
de fonction .r = '^(X), les équations (1) et (2) gardent leur ybr/îie et leur degré: 
donc, à toute solution de la question, pour un système de valeurs données de /i, y, 
en correspondent une infinité dépendant de quatre fonctions arbitraires. 

Or, nous venons de voir (pie la solution la plus générale dépendait de r/-hi 
fonctions arbitraires. 

Si q est plus grand (pie v», nous avons bien un minimum de quatre fonctions 
arbitraires; mais si q^-- 2, c'est-à-dire si nous sommes en présence d'une équation 
de liiccali, il semble qu'il y ait contradiction, puisqu'en réalité nous ne dispo- 
sons plus (pie de trois fonctions arbitraires. Cela tient à ce (pie IVquation de. 
Riccati admet une transformation en elle-même de la forme 



dépendant d'une fonction arbitraire. 

En cfTel, on peut toujours ramener cette é(|uation à la forme ^'= o, au moyen 
d'une transformation liomograpliique et, sous cette dernière forme, on voit ipie 
l'équation ne change pas quand on remplace x par ^(X). 

Invers(»ment, si une équation (i) admet une transformation en elle-même 
dépendant d'une fonction arbitraire, c'est une équation de Riccati. 

5. Kiiliii. on peut se servir de la transformation homographique, suivie du 
changement de variable, pour ramener l'équation (1) à des formes canoniques 
intéressantes (' ), et alors les équations (1) répondant à la question ne dépendront 
que de (7 -h 1) — 1 =^ 7 — '^ fonctions arbitraires; par exemple, on peut supposer 
que B est seulement de degré q — 3 et que^i*' est de la forme 



i.»i — •_. . . .' _'. — . . 

"~ ' >'/-« 4- ^^-,.V^-' -I- . . H- b 



On peut choisir comme fonctions arbitraires les coefficients 6«, />|, . . ., 6^_, 



(') Voir P, Paim«rvk, Annales de l'Hcole \ormale, p. 2ii-3o cl loi-io^; 189a. 
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du dénominateur, qui dépendent algébriquement des coefficients ay, pyelnon de 
leurs dérivées; il reste alors quatre fonctions arbilraires, lesquelles ne subsistent 
plus, d'ailleurs, si Ton assujettit le degré du numérateur à être égal k q — 3, le 
coefficient de y^^^ étant égal à un. Alors les coefficients aoi «ii • • •? ciq-h s'ex- 
primeront algébriquement à l'aide des coefficients b et de leurs dérivées pre- 
mières. 

IV. — Nombre de branches db l'intéûrale. 

6. Il resterait à démontrer que, si Ton adopte la solution la plus générale des 
équations (S), le degré q ne s'abaisse pas nécessairement, c'est-à-dire que les 
équations (S) n'entraînent pas comme conséquence que d'autres racines j^ = g{x) 
de D= o soient des solutions remarquables; car, s'il en était ainsi, une des équa- 
tions (S') serait conséquence des équations (S), ce qui est impossible, comme 
nous l'avons vu plus haut. 

7. Enfin, montrons que la fonction y(j:) ainsi définie a bien n branches ei non 
pas un nombre moindi^e, du moment que q est plus grand que deux. 

En effet, supposons que l'intégrale générale ne prenne qu'un nombre v de va- 
leurs (v < n). Elle est alors réductible à la forme 

où ^1 et ai sont des polynômes en y de degré v. 

C = ^, * — - est alors une fonction rationnelle de G' 

«(/, x) 

(7) ^ C==R(C'). 

Si C'„ est une racine multiple de l'égalité (7), et il y en aura toujours au moins 
une, du moment que v >- 1, et Cq la valeur correspondante de C, l'égalité 



^•=p=«(£) 



admet des solutions y •= g{^x) multiples, et pour qu'elles soient seulement 
doubles, il faut que G'^, soit racine double de l'égalité 



et que, de plus, l'équation 



Go=R(G'), 

'-'My.x) 



ait ses racines en^ simples. 

Or, du moment que v>>i, cette dernière équation à plusieurs solutions 
Fac, de T., 2- S., I. 33 
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yz=g(x)f j'=zli(^x), ... correspondant à la même valeur Cq deC; et, comme 
c(î sont des solutions remarquables, les valeurs de la constante qui leur corres- 
pondent n'auraient pas été prises arbitrairement, puisqu'elles sont toutes égales 
à do* Il ^^t donc impossible que, pour la solulion (2) la plus générale, le nombre 
des branches soit inférieur à n. 

Le raisonnement n^est en défaut que si v est égal à un, mais on sait que Téqua- 
lion (i) correspondante est une équation de Riccati, par suite q = 2. 

Donc, si Ton suppose q> 'à, n est bien le nombre de branches permutables 
dc^(:r). 

Je nV'xamincrai pas davantage la discussion ni les applications aux équations 
à coefficients algébriques, pas plus que d^autres questions intéressantes, me bor- 
nant à renvoyer au Mémoire de M. Painlevé (*), où tous ces problèmes sont 
traités avec les développements qu'ils comportent. 



CHAPITRE II. 

KQUATIONS DU PHEMIKR DEGRli: KN y', — APPLICATIONS. 



1. — Équations a deux branches. 

!. Éql'Atioks de degué quatre. — L'intégrale générale des équations diffé- 
rentielles de cette espèce se met sous la forme 

(1) (.^ — r- 

et intègre l'équation de degré // = 4i 

011 les coefficients des diverses puissances de^ s'expriment rationnellement kW\Ac 
des cinq fonctions arbitraires X2, )v|, Aq} P>I) p>o ^^ de leurs dérivées premières. 

2. l'ilQUATiONS DE DEGRÉ TROIS. — Pour former les équations de degré trois 
dont l'intégrale générale acquiert deux valeurs autour des points critiques mobiles, 



(1) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, toc, cit. 
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on pourrait exprimer, par exemple, que le numérateur et le dénominateur de y' 
dans la relation (2) ont un facteur commun y — K, d'où une relation algébrique 

(3) H(>„ Xj, Xo, f^i Fo» >i, >i, X;, fi\, \i'q)—o, 

qu'il est facile de former, où H est un polynôme entier par rapport aux fonc- 
tions X, [JL et leurs dérivées premières; en sorte qu'en supprimant le fadeur 
commun y — K [K est une fonction ralionnelle des X, |jl, X', u.' liés parla rela- 
tion (3)], on obtiendrait une équation différentielle, de degré trois en^, dont les 
coefficients sont des fonctions rationnelles des X, |jl, X', [jl' liés par la relation dif- 
férentielle {'i). 
L'équation 

ainsi obtenue dépend bien de quatre fonctions indépendantes, puisque les coef- 
ficients des diverses puissances de^ sont exprimés de la façon indiquée plus haut; 
mais comme la relation H = o contient les dérivées premières X', ja', . • . , on ne 
peut dire que l'on a exprimé explicitement les coefficients à l'aide de quatre fonc- 
tions indépendantes, puisque, pour exprimer une des cinq fonctions X, ja en fonc- 
tion des quatre autres, il faudrait savoir intégrer la relation H = o. 

Ainsi donc, pour que la question que nous nous sommes posée fût résolue, il 
faudrait pouvoir déduire, de la relation H = o, une relation algébrique H| = o 
ne contenant plus les dérivées des fonctions X, ja. 

Or, la méthode employée dans ce travail, ayant précisément pour objet de substi* 
tuer à la relation H = o, qui contient les dérivées premières des X, jji, une relation 

H| (Xo» Xi, X„ fx«, /x„ C, ) = o, 

contenant algébriquement les fonctions X, [jl et une constante arbitraire C|, cette 
relation H| = o doit être considérée comme intégrant la relation H = o. 
Il suffit d'écrire que les deux équations 

P __ Xij^*4-Xt7-hXo 

\a\ — ; > 

(X, — /X,X,)j'«4- 2(Xo— X,fZo)/ H- /X,Xo — X, fXo = o 

ont une racine commune en y^ d'où la relation 

[(C,-X,)(/x,Xo-fii^X,)-(C,fZo-Xo)(X,-H,X,)]« 
— [a(C,--X,)(X^--^J^^XO — (X,— fx,XO(i^iC, — X,)][(|i,C, — XjKfXjXo — X,[jLo) — 2(fXoC-Xo)(Xo— fAoXo)l = 

Quand cette relation est satisfaite, on peut supprimer au numérateur et au 
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dénominateur de (2) le facteur commun 

/[(>,— C,)(/x,Xo--X,fXo)— (/AoC—Xo)(X,—/X| io)]-H (1^1 C,--i,)(fJi,Xo—X,/Xo)4-fJt«X| — io 1^1, 

cl Ton obtient IVquation difTérentielle demandée. 

Du reste, on peut supposer ^ = o; cela revient à remplacer 

Aq, Aj, Aff ^Q, fXx 
respectivement par 

Xo — CifXo, X| — C|fX|, X, — C|, fto, fX|, 
et la relation H, = o se réduit alors à 

relation qu^on aurait pu d'ailleurs écrire immédiatement; le facteur commun se 
réduit alors à 2^ -I- |jL| , et après l'avoir supprimé il reste 

3. En écrivant que l'équation difTérentielle s'abaisse au degré deux (auquel cas 
c'est une équation de Riccati)^ c'est-à-dire que 

-^^-aC/x.Xj-X,) 

est une solution remarquable, on obtient une relation entre X2, )<i, )<0) p>o soit sous 
forme différentielley en écrivant que le numérateur de (3) s'annule i^owvy^y^^ 
soit sous forme algébrique en écrivant que, pour C = C2, on a 

_ >i7 Î4-X|jt-+-Xo 

et, par suite, l'intégrale générale se met sous la forme 

^ X| -4C îFi 

où l'on a posé 

et sur cette forme on vérifie bien que l'équation différentielle est à points cri^ 
tiques fixes. C'est le cas exceptionnel y = 2. 
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II. — Emploi de la transforvation homographiqcb suivie du changement 

DE VARIABLE INDÉPENDANTE. 

4. Nous avons vu que la transformalion 

a(\)\-hb(\) 



(4) j: = cp(X), / = 



Y-+-c(X) 



conservait le degré de Téqualion difTérentielle et le nombre de branches de l'in- 
tégrale. 

Si l'on suppose que^ = o,^ = i, ^ = o) sont des intégrales des équations dif- 
férentielles, moyennant la transformation (4), on voit que, dans le cas de </ = 4, 
rintégrale générale (i), étant de la forme 

^y[y — <^{^)V 

donne lieu à l'équation différentielle 



1 



«'(^)--[r-«(^)l 

(5) y = j(y-i) — - — f — 

Pour le cas de ^ = 3, la quantité a étant nulle, l'intégrale est de la forme 

réquation différentielle correspondante se réduit alors à 

Si Ton part des formes (5) et (6) des équations différentielles, on obtiendra 
toutes les équations différentielles dont l'intégrale générale a deux branches^ en 
effectuant dans (5) et (6) sur x et y^ la transformation (4), où (p(X), a(X), 
6(X), c(X) sont des fonctions arbitraires de X. 

5. Remarque. — On pourra se reporter au Mémoire (*) déjà cité de M. Pain- 
levé, qui contient des types d'équations un peu différents de ceux que nous avons 
introduits. Mais la méthode que nous avons employée permet d'obtenir des types 
identiques, comme nous allons le montrer rapidement. 

(*) Annales de l'École Normale; 189a. 
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6. Equations de degré quatre. — Pour que Téquation diiTéreDlielle, dont 

Q _, >i y* -t- >i.r -H ^0 

représente l'intégrale, solide la forme 

,_ a^y^ -4- g»j^'-4- g>.y» -4- a^y -h a^ 

y — y 

il faut et il suffit que l'on ait 

Fi^o — ^li^a^^o, >, — |jL,X, = o, avec i^ — X,fjio^o, 
d'où 

>1 = /X; = o, 
./ ^ ^1 J^* -^ (^1 f^o -^ ^0 - ^1 /^o )y'-^ ^of^— ^of*o 

2(Xo— X,fXo)7 

7. Equations de degré trois. — Pour que q soit égal à trois, il faut et il suffit 
que pour C = G| , y = o soit solution remarquable, d'où 

t.l — — > 

ou bien encore que pour C = C^j y = QO soit solution remarquable, d'où 

Aj --^^ Cj. 
On obtiendra alors les deux formes 

2fXo(C,-X,) 

r_ (>>o— •Clf^o)y'+>o/^o— ^oFo 
•^ 2(Xo-C,/Xo)7 

qui se déduiseul, d'ailleurs, l'une de l'autre par le changement de j^ en — 

Dans chacune de ces deux formes, la constante arbitraire introduite figure 
d'une façon artificielle, la première de ces deux formes pouvant s'écrire 

^(>,-c,)/*-f-fXo^(X,~c,)-/x;(X,-c,) 



si l'on pose 

Xj — Cj :^z A, 
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il vient 

,.>_ AV+fx.A'-fx;A 
^ - afx,A 

et l'on retombe bien ainsi sur un tvpc très simple obtenu par M. Painlevé. 

III. — Equations a trois branches. 
8. Équations de degré six. — L'intégrale générale étant de la forme 

l'équation diflTérentielle correspondante (i) la plus générale est de degré six 

Nous disposons des coefficients de la transformation homograpliique, de façon 
que trois des racines du dénominateur, qui après les réductions est dn qua- 
trième degréy soient o, i et oo, d'où les conditions 

(9) X, — fx,X, = 0, fx, >o — X, fXo = o, 

(10) aXj H-3XoH-X, fx, -f-aXojjL, = o. 

Le dénominateur D devient alors 



D=2^(>.-M.X,)/(y-.)(y-^*) 



et Ton a pour l'équation différentielle 

B(7,^) 

où Â et B ont les développements suivants : 

H- [Xî(V,/x* 4- X', ) -t- x,x,(x>, — x,fi; ) — x,x', fx,x, -t- x,x; iioX,] j* 

+ ^f*»^i(^'»H« — ^«f*!.) — *«Mo^»(f*«M — *if*» ) ■+■ »*»X.X',X,fx,] j'» 

[a X.X, (x; - ,*; X. )] j' 4- xj (x; f». - x.^; ), 



AsaX,X,(X.-H.X,)j'(/-i) {y- !î^), 
les fonctions \ |a étant liées par les relations (9) et (lo). 
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De même, si l'on exprime quey = 1 est solulion double pour Féquation (ii>.), 
il vient 

Vg =r 0, d*où y = 0, 

et rintégrale générale, se réduisant à 

2.r* — 3 r -+- a, = G, 
où tti est une constante numérique, a bien encore ses points critiques Jïxes, 

Remarque II. — Si Ton avait exprimé tout d^abord que^ = ^^-^ est solution 

remarquable, on aurait rencontré des formes d*équations différentielles, identiques 
à celles trouvées par M. Painlevé (* ) à Taide de sa première méthode. 

13. Signalons enfin les t)^pes intéressants dVquations différentielles, obtenus 
en écrivant que Téqualion différcnlielle admet j^= o, j^= 1, y= qo comme so- 
lutions orrfi/ifli/'e^ pour les valeurs C = o, C=i, C = oo de la constante. Ceci 
est toujours possible puisque Téquation différentielle dépend au moins des quatre 
fonctions arbitraires f (^), Ci{x)^ fr(^)> <^{^) ^^ la transformation 

et que toutes les formes de Tintégrale générale (7) se déduisent de Tune d'entre 

elles par le changement de C en -^ —• 

L'équation de degré six s'obtient en partant de 

ave<: 

>i -+- Xi H- 1 = fx, -f- fjL, 4- f^o ; 

d'où 

y - g 

où A et B sont deux polynômes de degrés trois el quatre. 

Ecrivons que y ^m est solution remarquable, d'où l'équation de degré cinq 

A et B étant du (roisièmc degré; et Ton formera de même les équations de degrés 



#i> 



(») Annales de l'Ecole NormalCj 1892, loc. cit. 
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quatre et trois 



avec 



et 



>, 4- I = fx, -h fXo, 

r- y'-^ ^«/' v'- yi^~y)K 



(3-+-2).,)7-(X,^a)' ^ (î»X,4-3)y-+-X,(X,^a) 



IV. — Équations a quatre branches. 

14. Dans tout ce qui suit, nous supposerons qu^on a disposé des coefficients de la 
transformation homographique, de façon que y = o, y=i,y = oo soient des 
solutions ordinaires de Inéquation difTérenlielle. Il suffira alors, dans tous les 

types que nous obtiendrons, de remplacer y par -^ — ^ pour former toutes les 

équations différentielles de Tespèce indiquée. Elles contiendront, par con- 
séquent, rationnellement les fonctions arbitraires a, p, 8 et leurs dérivées 
premières. 

Le degré de ces équations varie entre huit et trois. Je vais passer très rapi- 
dement sur les équations de degrés huit, sept, six et cinq dont la formation est 
analogue à celles des équations du paragraphe précédent, et j'insisterai plus lon- 
guement sur les équations du quatrième et du troisième degrés. 

i. Équatioks de DEGRÉ HUIT. — L'intégrale générale est de la forme 

d'où 

IL Équations de degré sept* — Ecrivons que yzizQc est solution remarquable 
double pour C = 00, d'où 

111 • Équations de degré six. — Deux cas peuvent se présenter : 
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lN\K\iiEii r.is : Il y a deux: solutions remarquables doubles, — Soient j^ = oc, 
y z= o pour C = 00, C = o, 

(■{,, , _ .r (y - ■ ) [MÎr* + (h. H- Hi + \*y-'t — Kl*'*) y* +" --^ f*o^o - ^»f*«] 

Dkuxif.mk cas : Il y a une solution remarquable triple» — Soit j' = oo pour 

C = oo, 

(4) ,,^ r(>-' + X.;.'-Hy.^X.) (^.^^,^.^,.^,,^,,), 

"^ 3Fir*-+-(4Fo-+-2^,fX,)j»-+-...-+-XofXo 

IV. Équations de degré cinq. — Trois cas peuvent se présenter : 

PiiKMiER CAS : Il y a trois solutions remarquables doubles. — Soient^ = o, 
)' — .- I , y = 00 pour C = o, C = I , C = 00, 



(.>) 



^._ j^Mj^* + A/-^B) 



Oj» -4- (3Ah- 2B - aD H- 4)y — 2 A — B 4- D — 3 

L'c(|ualion difl'érentielle correspondante esl 

M-N/=:o, 
on Ton a 

N = D>» 4- ( AD'~ I)A -4- aB' -+- 3 A'- 2D')y* 

[BD' — I)B' -4- si(AB' - BA) - 2(AD' - DA') - 6A' - B' 4- IV] v» 
[AD' - DA' - 2(BD' - DB') ~ 4( AB' - B\')]y' 
-f-[2(AB' - BA) 4- BD'- DB' 4- 3B']j 

= y(j — 0'll>'y'-^(3A'4-2B'4-AIV-I)A')^ 

4 a ( AB' - BA) 4- BD' - DB' 4- 3 B' J 

M : «D/^4-(9A4-6B — 6D4-AD4-ia)y' 

4-(6A'4-4AB — 4AD — 4B4-4D — i2)7« 

^ (- 6 A' 4- 3 AD - 9 A 4- 2 B* - 2 BD 4- 4 B) y 4- 2 B (- a A — B 4- D - 3 ) 



d\ni 



- (y — i)[a Dj» 4- (9A 4- 6 B — 4D 4- AD 4- 12)7* 

4- ( 9 A 4- 2 B - 3 A D 4- 6 A * 4- 4 A B ) y 4- 2 B ( 2 A 4- B — D 4- 3 )] , 



C.)' / = 



v(y_,)[ir^î.^(3 A '4-2B'4 AD' ~DA ')y 4-2 ( AJV- B A' ) 4- BD - PB' 4- 3 B'l ^. . 

« D.v»4-(9 A 4-6B- 4D 4- ÀD 4-i2)/«4- (9A 4- 2B ~ 3 AlVi- (KV4- 'lAB) r 4- iB(2 A 4- B-D-k^) 



FORMATION EXPLICITR DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DE PREMIER ORDRE, ET«:. 2(j.^ 

Deuxième cas : Il y a une solution remarquable tri/tle et une solution 
double. — Soient j = oo et ^ = o, 

*^ ~~ (47*4-3A7-+-îB)(Dj^-+.A-+-B — D-+- i)-D(/»-hAv«-+-B) 

Troisième cas : Il y a une solution remarquable quadruple, — Soil^ = oc 
pour C = 00, 

(7) c=:A7*-hBj.»4.Dj'«4-(i-A-B-D)y, 

,_ r('"j)[AV4-(A^+B^).r4-A^-^B--f-D-] 
^^^ .^ " 4A7»-h3B:K*-H2D7-M-A-B — D 

V. Eql'Ations de degré quatre. — Dans tons les exemples formés jusqn^à 
présent, le nombre de valeurs remarquables de la constante n'étant jamais supë- 
rfeur à trois, on pouvait faire en sorte qu^aucune constante arbitraire ne figurât 
dans Téquation difTérentielle définitive. En effet, toutes les formes de Tinlé- 

grale, se déduisant de l'une d'entre elles par le changement de C en — —^ — 

(^<? ^1? T< désignant des constantes numériques), on peut donner à trois des 
valeurs remarquables de la constante les valeurs o, i et oo. 

Nous allons rencontrer maintenant des équations où une ou deux conslanlrs 
arbitraires distinctes figureront algébriquement d'une façon essentielle. 

Nous supposerons toujours qu'on a effectué sur^ une transformation homogra- 
phique, telle que o, i, oo soient des intégrales correspondant aux valeurs o, i, 
00 de la constante d'intégration. 

Premier cas : Il y a une solution quadruple (soh y = cx>) et une solution 
double (soit ^ ^ o) ; d'où 

(8) c = Aj*4-B7'-+.(i-A-B)j«, 

(8). y^ j.(i-/)(A7h.A' + B') 



4 A/« 4- 3By 4- a (1 — A — B ) 
Deuxième cas : Il y a deux solutions triples, — Soient ^ = oo et j^ = o, 

^^) ^-Bj.-Hi4-A-B' 

( ^ ), y^ y ( / - [ B' y ^ AB -BA 4-A-1 



3B/« 4- [4(A - B -h I) -+-2AB]/ -h 3A(i - A - B) 
Troisième cas : Il y a une solution triple et deux solutions doubles. -^ 



(lO)' / = . 
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Soient ^' == 00, ^ = o, j' = I, on obtient les formes suivantes : 

^ ^ (3A-4-aB-f-4)j^-(aAH-B-+-3)' 

y(7~')[(3A^-4-2B07-4-3B^-t-a(AB^-BA0] 

3(3 A 4- 2B -h 4 )/'4- (6A' H- 9A -+- 4 AB H- aB)^ -+- aB(aA -+- B -4. 3)* 

Quatrième cas : Il y a quatre solutions doubles. — Soient j/' = o, ^ = 1, 
y = 00 les trois premières solutions doubles, correspondant aux. valeurs C = o, 
C = I , C = 00 de la constante, l'intégrale générale est de la forme (5). 

Pour exprimer qu'il existe une solution remarquable double, pour la valeur 
C = Y de la constante, il faut écrire que les deux équations 

( 4j'-+-3A7*-f-2(B — Dy)7 — y(3A-f-2B— 2D-+-4)=:o, 

[ Ay4-2(B — Dy)/«-3y(3A-+-2B — 2D-+-4)7H-4(2A-f-B — D-+-3)y = o. 

ou, ce qui revient au même, que les deux équations qui s'en déduisent 

|3A«4-8(Dy— B)]:k'-+-[2A(B - Dy) 4- i2y (3 A h- 2B — 2I) -+-4)]/ 

— yA( 3 A 4- 2 B — 2D -f- 4) — 16(2 A -+- B — I) H- 3) = o, 

[16(2 A 4- B — D 4- 3) 4- Ay (3 A 4- 2B - 2D H- 4)]^^* 
4-[i2A(2A4-B -D4-3)4-2y(3A4-2B — 2D4-4)(B — Dy)]/ 

4-8(B — I)y)(2A4-B-D4-3) — 3y«(3A4-2B— 2D4-4)* = o, 

et que j'écris 

( Uj« -HV74-W =0, 
\ U,y«4-V,7 4-W,:=o, 

aient une racine commune, d'où une relation algébrique 

(i3) (UW,-WU,)'-4(UV|-VUt)(VW»-WV,)sII(A,B,D,y)=:o, 

qui permet d'exprimer D, par exemple, en fonction algébrique de A, B et de la 

constante arbitraire y 

D = A(A.B,y). 



L'intégrale remarquable a pour expression 



V r ,^ - "V' - V^'' _ I'(A, B,D,y) 
•^'^*'~ U,W-UW, '- Q(À,B,D,y)' 



où P et Q sont deux polvnoincs en A, B, D et y; et A, B, D, y clant liés par la 
relation algébrique H =: o. 
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Moyennant ces conditions, le numérateur et le dénominateur de Téquation (5/ 
s'annulent pour y =^i (^) et Téquation différentielle se réduit à 

r(j^~i)[P P(A,B,D,y)y-3BQ(A,B,D,y)] 

2^P(A,B,l>,y)0(A.B,l),y)/«-4-[9A-^6B-4^-^AD^-I2-+-2DP(A,B,D,y)]P(A,B,D,y)7-2B(2A^-B-D-h3) 

a vec 

H(A,B,D,y) = o. 

Remarque /. — Si Ton exprimait directement que le numérateur et le déno- 
minateur de l'expression (5)' ont un facteur commun différent de y et de^ — 1, 
c'est-à-dire que les deux équations 

D'/* -+- (3 A -f- aB' -+- AD' - DA')/ h- 2(AB' - BA) -+- BD' - DB -f^ 3B'= o, 
2D/'-+- (9A -+- 6B — 4I) -^ AD -+- 12)7« -+-. . .-+- 2B(aA H- B — D -u 3) =0 

ont une racine commune, on obtiendrait 

K(A,B,D, A, B',D')=o, 

relation différentielle algébrique entre les coefficients A, B, D, dont la relation 
H = G donne l'intégrale, en exprimant D, par exemple, en fonction algébrique 
de A, de B et de la constante arbitraire y. 

Remarque IL — On peut pousser plus loin les calculs et exprimer les coeffi- 
cients de l'équation différentielle (i 3) en fonction rationnelle de deux fonctions 
arbitraires convenablement choisies, de leurs dérivées premières et de la con- 
stante arbitraire y. La relation 

H(A,B,D,y)=o 

exprime, en effet, que les deux équations (12) ont une racine commune T. Pre- 
nons cette racine commune T comme fonction arbitraire, nous pouvons alors 
exprimer A et B eu fonction rationnelle de D, T et ^ en résolvant les équa- 
tions (12) par rapport à A et B. 

On obtient alors A et B sous la forme de deux fractions ayant pour dénomina- 
teur commun 

3(T«-y)(T«-3yT-h2)-(T-y)(T»~9yT), 

et pour numérateurs, la première 

2Dy[(T-i)(T»-3yTH-2)-(T-y)(T-i)(T-2)] 

-4(T»-y)(T«-3yT-f-2)-i2(T-i)(ï-y), 

la seconde 

Dy[-(T-i)(T»-9yT) + 3(ï-i)(T-a)(T»--/)] 

a(T'-y)(T« - gyT) + 36y (T - i)(T» - y). 
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Cl réqualioii dilTérentielle correspondante devient, après là suppression du facteur 
y — T qui figure au numérateur et au dénominateur de (5/, 

,_ y{y - 1) [TD y -f- 2(BV - AB ) -4- PB - BD ~ 3B ] 

^ ~ jDTy*-^T(2DT-h9A-+-6B — 4D-+-AD-4-i2)^-jB(aAH-B — D-+-3)* 

où A et B doivent être remplacés par les fonctions ratiomnelles de D, T e^ v 
trouvées précédemment ; et A', W par leurs dérivées. 

VI. Équations de degré trois. — Il y a cinq cas à distinguer : 
Premier cas : // existe deux solutions triples et une solution double, — 
Soienl y = o, y = qo, y = i, 

(3A-+-4)/ — (aA-4-3)' 

.__ AX^-i) . 

^^' "" (3À-+-4)7 H-A(2A4-3)' 

i>Etxii-:ME CAS : Il existe une solution quadruple et deux solutions doubles. — 
Soienlj^ = oo, y= o,y=i, 

C =i: j«[A/'- 2(A H- i)y 4- A -4- 3]. 

^-2(A4-3)-4A/' 

Troisième cas : // existe une solution quadruple et une solution triple. — 

Soient y z=Lco^ y -=. o^ 

C=7MA7-M-A). 

•^- 4A/-h3(i-A)' 

QiUTniÈME r.As : Jl existe une solution triple et trois solutions doubles. — 
Soient ^ = 00 la solution triple, ^ = o, ^' = i deux des solutions doubles. 
Nous parlons de la forme d^intégrale générale (lo) 



i)-- -.-r 



j«0'«4-Ay-+-B) 



(3 A -+- aB H- 4)/ — (a A 4- B 4- 3) 

Exprimons qu'il existe une nouvelle solution remarquable double pour la va- 
leur C = Y de la constante. Cela reviendra, comme dans le § V, à exprimer que 
deux équations du second degré 

^y -h V/ -hW =o, 

Diil iiiK* r:icinc coiiiniiiiie. d'où iiiio rolalioii 

II,(A,R,-/)r-_o 
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permellant d'exprimer B en fonclion algébrique de A el de la conslaule arbi- 
iraire y; riiilégraie remarquable correspondante sera la racine commune 

aux deux équations précédentes, P| et Qi élant des polynômes entiers en A, 
B, v; Féquation dilTérenlielle (10)' s'abaissera au degré trois par la suppression 
du facteur commun j'* — y^ au numérateur et au dénominateur de ^^', et il restera 

...v ,_ .>'(/-i)(3A'-4-2B')P,(A,B,y) 



" 3(3A-+-2B-h4)Pi(A, B,y)y-2B(2A-+-B-h3)0i(A,B,y) 

avec 

lIi(A,B,y)zz=o. 

llemarque I. — Si Ton écrit que (10)' se réduit au degré Irois^ en exprimant 

2(BA -AB')-3B' , .II'-. u.- . 

(jueyi= — ^^ ^ ., \^, est une racine du dénominateur, on obtient une 

relation diflTérenticlle algébrique 

3(3A H- 2B 4- 4) ['^(BA'- AB') - 3B']»-f- 2B(2A -f- B -+- 3) (3A'-+- 2B')* 

- (6A«-+- 9A -+- 4 AB 4- 2B) [2{AB'- BA') 4- 3B'] (3A'h- 2B') = o, 

dont rintégrale générale est précisément mise sous la forme algébrique 

Hii=o. 

Remarque IL — On peut exprimer les coefficients de Téquation différen- 
tielle (i4) en fonction rationnelle d'une fonction arbilraireT(x)^ de sa dérivée 
première et de la constante arbitraire y. 

Kn effet, quand la condition 

H,(A,B,/) = o 

st satisfaite, les deux équations 

4j'-4- 3A7»4- 2 B/ — y(3A 4- 2B -4- 4) = o, 
A j'-+- 2 Bj* — 3(3 A -+- 2B 4- 4 )y7 4- 4y ( 2 A -+- B -h 3) z= o 

une racine commune T(^); on a alors les deux relations 

A(3T>-3yT-h2y)-f-B(2T — 2yT-hy)=— 4T'4-4yT-3y, 
A{T'— 9yT-h8y)4-2B(T»-3yT4-2y)r=i2y(T-i), 

'ésolues en A et B, donnent A et B en fonction rationnelle de ï(^) et de y. 
Fac. de T., 2* S., I. 35 
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[/(*(|iiation différentielle devienl alors 

v(/-i)(3A'H-2H')T 



y - :r- 



;»,(3A -+- 2B -h 4 jTr - 2B(aA h- B — 3) 

oii Ton doit remplaotîr A et H par les valeurs |)récédentes, et A' el \V par leurs 
drrivi'es. 

C.iNoL'iiiMK CAS : // i\risfr cîn</ solutions remarf/uiihtes douOlrs, — Nous 
axons \u |)récédeinnienl que, dans le cas de quatre solutions doubles, Téqualion 
rorrespondante (i i) était du quatrième degré. 

Pour (piVIle s'abaisse au troisième degré, il faut et il suffit qu'il existe une 
nou\(dle solution remarquable pour une valeur yi de la constante, autrement dit 
(|U(; les deux éipiations 

l;.>'+v;v + w;:.:o 

(|ui ne dillèrenl di-s écpiations (i i) (jue par le cliangemenl de y en v,, aient égale- 
nxMU une raeine commune, (Toù la relation 

11 (A, B,l), ■/,) = <> 

(pii, joint(* à la relation 

II(A.B,l),7)zro, 

détermine H et IJ en fonclion algéhriqucAe A el des deux constantes arbitraires^'^ 
el y,. De plus, Tinlégrale reman/uable correspondant à yi a pour expression 

V r.^ - iilV; -- vu; _ P(A,B,l),y,) 

el Téqualion différentielle ainsi obtenue s'écrit : 

.,^.. ,^ P(A,BJ), y)P(A,BJ ) ,y,)Dj^(.v^i ) ' 

^ ' ^ d^A,B, l>,y}P(A,B,li,7,)l)/4-aB(2A + B-l)-4-3)Q(A,BJ),y)Q(A,B.B,/,) 

oit irs coejficients sont des fonctions ai.g^.buiquks de \et des deux constantes y 
et V,, ou encore des fonctions K.>TikRKs des quantités A, B, I), y, y, liées par les 
deux relations \\ = o, 11'= o. 

Ilemarque /. — Les deux relations algébriques 

ll(A,B,l>,7) = o. ll(A,BJ),/,)=^o 

donnent |)récisément l'intégrale des deux relations différentielles algébriques ob- 
tenues en écrivant (pie, dans Téquation (5)', le polvnome 

iDy'-h . . . -+- aB(a A -h B - I) -4- 3) 
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esl divisible par 



D) 



.î 



2(AB'- BA) -+- BD- I)B^ 3B . 



Hemarquc If. — Les coefficients de réqualion dlfférenlielle (16), que Ton 
vient de former, peuvent encore s'ex[)rimer rationnellement à Taide de deux 
fonctions B(x), T(jr) liées par une relation algébrique, de leurs dérivées pre- 
mières et des deux constantes arbitraires v et y^. 

En effet, en désignant par T(jf) et B{j:) les deux intégrales remarquables cor- 
respondant aux valeurs v etv, de la constante, A, B et D vérifient les relations 



('7) 



3(T--7)A 
(T» — 9-/ï)A-i-2(T« 
3(e»-y,)A 

\ (e'-<)7,e)A-t-2(e'- 



I 



2{T 

3yï 
3y.e 



-■/)IJ- 

+ îi)B- 

-7.)B- 

H-2)B- 



2l)-/(T — 

qI)-/(T- 
2l)y,(e- 
2Dy,(e- 



i)-+-4('n-y) = o, 
i)(T-Q)-l2y(ï-i)=o, 
-i) + 4(e»- y,) = o, 
-i)(e — 2) — iay,(e — 2)=o. 



Ces relations seront compatibles, si le déterminant 



3(T»-y) 
T'-9yT 

3(e'-y,) 

e'-9y,e 



J -y 
ï*-3yT 



l 



y(T-i) 
y(T-i)(T-2) 

7i(e-') 

y,(e-i)(e-2) 



T' 



— y 



y(T-i) 

e»-y, 

7.(e-") 



est nui; d*oii une relation 



/(ï,e) = o. 



Alors les trois premières équations (17) donneront A, B, D en fonction ration- 
nelle des quantités T, liées par la relation /== o, et l'on aura l'équation 



v' = 



TeD7(..K-i) 



2l)Te/-+- 2B(2A H- B — D 4- 3) 



oii A, B, D sont remplacésy au moyen des relations (17), par leurs valeurs en 
fonction rationnelle de T, 0, y, y, et Id' par la dérivée de D. 



CHAPITRE IIL 

ÉTUDE DES ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ EN / 



1. Soit 



9 

I. — ËTABLISSEME^iT d'iNE FORMULE FONDAMENTALE. 



(I) L/2— 2M/-f-N = o 

une équation différentielle algébrique; le premier membre esl un polynôme irré- 
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ductible du second degré en y et de degré donné en y, dont les coefficienls 
sont des fonctions analytiques quelconques de x. Si ^i, (727 93 désignent les 
degrés en y des polynômes L, M, N, on peut toujours, moyennant une transfor- 
mation homographique effecluée sur j^ et dont les coefficients sont des fonctions 
de jc, admettre que L, M, N sont de degrés q — 4? q — 2 et y en^, en désignant 
par q le plus grand des trois nombres (jri 4- 4> ?2-i- 2 et q^. 

C'est ce nombre q que nous appellerons désormais le degré de l'équation dif- 
férentielle. 

Nous nous proposons de former explicitkmejnt toutes les équations (i) de 
i)kc;ré q DONKÉ, dont V intégrale générale ne prend qu' un nombre dokxé n de 
valeurs autour des points critiques mobiles. 

Il s'agit donc, dans les équations que Ton formera, d'exprimer algébrique- 
ment les coefficients des polynômes L, M,N à l'aide d'un certain nombre de atn- 
stantes et de fonctions arbitraires de x (et de leurs dérivées). 

î2. Si l'intégrale j^ (x) acquiert exactement n valeurs autour des points cri- 
tiques mobiles, elle peut s'écrire, dans le cas où le genre m de la relation entre 
les constantes intégrales est nul (*) 

(■i) aC-— 'i(3C4--/ — o, 

où a, p, V sont des polynômes en y de degré /i. 
DifTérentions l'équation (2), il vient 

(^) '- \dy^^ dx) ^\dy^ ^dxj^ôf-^ ^ dx-^ C^^r,^). 

1/élimination de G entre {9.) et (3) conduit à une équation diflerenticlle <lc 
degré in^ 

(1) L,/»-2M,/4-N, = o, 

cpie l'on peut écrire sous les deux formes suivantes : 



(6) 



^^^ ^ ôy "^ày)^ ^^'""ùx ^ ùx ''dx\ 

'rat «v^fl^^^v'-i-^^V /^^^v'-^^^^/'^'/'v'^ ^"''Y 
-4(13 -«/)[\^3^> -^Tl) -'\d^^ -^^JU/^ ^/ 



— : G. 



(1) Si le genre m de la relation entre les constantes intégrales est égal à i/n, a, ,3^ y ^^^^ 
de degré 2/1. Le cas de m > i ne peut pas se présenter ici. ( Voir l'Introduction.) 
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Ces deux dernières équations vont nous servir, Tune et Taulre, à établir rapi- 
dement une formule, qui n'est d'ailleurs qu*un cas particulier d'une formule beau- 
coup plus générale, de M. Painlevé (*), relative aux équations différentielles 

de degrtfs quelconques etij-'^y, 

3. Si l'équation différentielle (4) se réduit au degré q^ c'est que les poly- 
nômes L|, Mi,N| contiennent un facteur commun ^\{y^x) de degré ^n — qcny, 
hei racines de H jouent, d'ailleurs, un rôle important dans la théorie qui va suivre. 

Posons 

L,( V, ^)= L(7, ^) H(7, jc). M, = MH, N, = NH. 

(7) M«— LN = P«QR, 

l'équation R = o de degré k désignant les intégrales singulières et Q =r o 
de degré y, le lieu des points de rebroussement des courbes intégrales. Soit, de 
plus, I le degré de P; les nombres 1, y, k vérifient la relation 

(8) 27 — 4~ 2£ -hy -I- A'. 
Si l'on forme le discriminant ^^ — ay, on a 

(9) ?»'-0L/^WQH\, 
et le degré m de II est lié à /«,/, k par la relation 

(10) in z=z 2 m -h 3j -h k. 
De Tégalilé (8), on déduit 

• Oy ' dy dy \ ày ày ^ àyj 






^ ÔJC ' ôx Ox \ àx ôx 

et la forme (3) de Téqualion différentielle devient 

(.0 n.Q.j(}[(,oiif +3nR^+nQ0)/ 



(») Leçons de Stockholniy p. 169, égaillé (y). 



27* A. CAIIKN. 

(!<» (|iii montre que II'^Q'* rnirc cii fadeur dans le premier membre de récjiia- 
lion (^) <*l, par suile, (|iie Il()*, ^) contient les racines m// /<i/>/e5 du discrimi- 
liant [j-* — av au mrmr dep^rc de multiplicité, 

D'iiiilre pari, sur la forme (5), on vérifie (|ue loule racine r = jir(j^) d'ordre /> 
(le ( •>-) |>our i\ =: Ci (Cl = o par exemple) est racine d'ordre p — i dans réqiia- 
lion (5) <pi(»l (pic soil )•'. Donc, \ovi\c solution remarquable d^ ordre p fi<(ure 
dans H( )', .r) an de^rr p — i . 

InversrnuMil lonlc racine v = ^{•f^) <le II -.=. o vériliaut simultanément les trois 
relations 

()y ôV <)^ jrf \ 



'ù7v f ^' (^)' '^"^ ^'^'^'' •^*)] ^'-^ "^ ~i)Z ^^y 



ai 



vérilir 



ut ôy 



c'est-à-dire, soil la relation 
soit la suivante 

r/(:(-,,/-)=--o. 

Donc, loule racine ^'= g{j') de II est soil une racine du discriminant ^* — xv, 
soit une solution (non singulière) de Téquation diflrérentielle. 
Le dojifré /\n — <y de \\(j\x) est égal, par conséquent, à 

2//* -+- 3y -+-2]L(^r— l)H-(^r— 0-+-. . .H-C*»;.-.!)], 

(M comme 

^ // = a /?? -h 3y -\- A-, 

on obtient la foiimi lk FOisn.VMKKTAi.h 

(l'O 7 - 2// 4- /. — ^[{ar— i)-+-(/v— i)-h. . .-f-(r;.— i)], 

//,., /v» . . . , <V étant les degrés de multiplicité des racines ^r = f!r{^) de 1' = o pour 
la \alenr ilr de la constante C, et la somme \] s'étendani à toutes les solutions 
remarquables^ qui sont nécessairement en nombre yî/i/. 

Mous a\<ms posé précédemment L| = LU, L| est le discriminant de F par rap- 

port ù )% c'est-à-dire le résultat de Télimination de C entre r = o, -r— = o. On 
peut donc écrire 
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el si Ton désigne par A le degré du diviseur D2 de D, , telles que loules les racines 
de D2 dislinctes ou non soient solutions de Téquation diffërenlielle, la somme 



est égale à X, 
cl 7 5 4, puisque 



2[(^/-— -^(^V— i)-H...] 



<7 = 2/< -h /. — /, 



y.'i!\n — I — 2 /;« — 3y . 



11. — EXAMBN d'un cas SINGULIER. 

i. Donnons-nous maintenant une équalion 

oiO— 2|3C -f- y — o. 
Si l'on a posé 

C est une fonction rationnelle Ac y^y\ c'est-à-dire une fonction à deux valeurs 

de^', renfermant le radical y/QR. 

Tout ce que nous avons dil précédemment subsisle. 

11 y a toutefois un cas exceptionnel, que Ton peut rencontrer, nu'me en sup- 
posant la relation (sè) irréductible. C'est celui où le premier membre de Téqua- 
tion en y ^ déduite de (2), est carré parfaite 

Quand il en est ainsi, soient C4 =yi Q^, x), C^ = y2(.>*, -r) les deux racines 

de (2) correspondant à une même valeur dey. yj est une fonclion de yj, et, par 

suite, 

7a -^ 7a = consl., Xi Zi = const. 

sont deux formes de l'intégrale de l'équation (1); autrement dit 

3 V 

i- =z const., ^ = const. 
a a 

définissent toutes deux Tintégrale générale de (1). On voit alors immédiatement 
qu'il existe entre a, ^, y une relation de la forme 

«a -+- b'^ -hcy = 0, 

n, 6, c étant des constantes numériques. 

Dans ce dernier cas, les racines^ = g{x) du discriminant 

jî*— a/ = o 

sont des solutions ordinaires de (1), c'est-à-dire qu'elles donnent à la'fonction 
C(y, j:), définie par (2), des valeurs constantes. 
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Kii effet, s'il en élail autrement, la courbe^' = 5'(-t*) serait soit une enveloppe, 
soit un lieu de points de rebroussement, soit un lieu de points doubles des 
intégrales particulières. Or pour une équation diiïerentiellc du premier déféré 
en y^ il ne peut exister de tels lieux. 



III. — Position de la question. 

ki. Arrivons maintenant au problème que nous nous sommes proposé au com- 
mencement de ce Chapitre. 

On se donne le degré q de Téqualion difTérentielle (i) et Ton suppose que 
cette équation est véritablement du second degré en y'. Choisissons un système 
quelcon(|ue d'entiers positifs i,j\ A' satisfaisant ù la relation 



avec \rs conditions 



Kf/ — 4 = 2 1 -hy H- A 



y-h/Lî, 3y-hÂ-5. a/*, /»'^7 — 2" 



Je dis que, dans ces conditions, il y a une infinité dV'quations (i) correspon- 
dantes. 

Kn ellet, prenons arbitrairement quatre polynômes ^, fî, (J, R de degrés w, m, 
/, /» en 1', avec la condition 

A n zzzTL m -h 3y -h /• . 
La diH'érence 

est un pol>nome de degré 2/i en i*, <|ue je puis toujours décomposer en un 
produit de deux polynômes de degré n, que j'appelle a et y. Les coefficients 
de ces derniers polynômes sont ainsi déterminés en /onction algébrique des 
/// -f- / -r- /• -\- n -i- A coefficients arbitraires a(^), jJ^C-^)» • • • Je P, fî, Q, U. 

Pour (|ue Téquation (i) dont (a) définit Tinlégrale générale soit de degré q^ il 
faut et il suffit qu'il existe (jl solutions remarquables y ^(x), v^(x)^ . . .,.'*'|i('^) J^' 
multiplicités //j, rfo, . . ., a^, telles que Ton ait 

q = 2/1 -h/» — 2](^r 0- 

Kxprimons (|ue r = gr{^'') ^-'sl une intégrale remar(|uable d'ordre ar^ autrement 
dit ((ur )• =z g^(j') est une racine de D| = o d'ordre ar — i et que, de plus, Cr dé- 
signant une constante nuinéri(|ue, on a 



(' 
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nous obtenons «/. égalités, qui, après IMIiniination de jv, donnent lieu à a,- — 1 
conditions algébriques dépendant de la constante 0,^. 

Si maintenant je désigne par Gx — i, «2 — i, . . ., cf^ — 1 un système d'entiers 
positifs (moindres que /i), donl la somme e/| — \-\-ct'i — i -+-... -f- r/jx — i est 
égale à ?./?-+- k — y, et si j'exprime qu'il existe jjl solutions remarquables 

de multiplicités f/i, a^^ , . .,^/|x, j'obtiens 

rt, — 1 4-^4 — I H- . . . -h fl^ji, — J :zr 2/< 4- A* — q 

conditions algébriques dépendant de constantes C^, en nombre égal au nombre ijl 
des solutions remarquables. 
Il reste donc 

m 4- y -h A- -h /< -h 2 — ( ^ /i 4- A* — «y ) z=: <7 -h ^ — 

fonctions arbitraires. 

Pour /, y, /»• choisis, comme nous Tavons fait plus haut, le nombre des con- 
stantes Cr est maximum si tous les r/^ sont égaux à 2 ; on a alors in -¥- /»• — q con- 
stantes Cr, c'est-à-dire 9.n-\-q — /\ — 2/ — j. Si y = o, le nombre des constantes 
est égal 'à 7.n -\- q — 4 — ^'î on peut dire que c'est la solution la plus générale, 

Nous voyons donc que, à chaque cftoix des entiers positifs i, y, A' assujettis 
à la condition 2 / -hy 4- A* = 2q — /{ (avec les restrictions indiquées) correspond 
un nombre fkni de systèmes de conditions algébiuques entre les coefficients de 
r équation (2). 

Chacun de ces systèmes définit une éL\\\^i\on {'i) dépendant de i -\- f\ fonc- 
tions arbitraires et d'un certain nombre de constantes arbitraires^ égal au 
nombre des solutions remarquables. Ce nombre atteint son maximum 9^n 4- A* — q 
(piand toutes les solutions remarquables sont d'ordre deux. 



W. — Résolution des objections que l'on peut faire a la théorie précédente. 

B. Plusieurs objections peuvent être faites à la discussion précédente : 

1" Les conditions imposées sont-elles compatibles et nÉTEUMiNÉES? 
sî** Quand elles sont remplies^ n'ent rainent-elles pas un abaissement plus 
considérable du degré q de Inéquation (i)? 

3® Quand elles sont remplies, /'équation (2) est-elle irréductible? 

4" La relation (i) correspondante ne se réduit-elle pas au premier degri-:? 

5" Enfin, le nombre de branches de Vintégrale, permutables autour des 

Fac, de T., a» S., I. 3G 
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points critiques mobiles, est-il bie.n égal à n et ne peut-il pas être ixré- 

UIKUll à //? 

Nous allons montrer que loiites ces objecllons sont en défaut dans le cas, que 
Ton peut considérer comme le plus général, où toutes les solutions remarquables 
sont d'ordre deux. 

Nous traitons en même temps les trois premières objections portant sur V in- 
compatibilité, rabaissement de q et V irréductibilité de Téquation (a), 

«C-— a^C-h y = o. 

7. ObikctioiXS I, II ET III. — Les conditions qui portent sur les /w4-yH-A'-h/i4-a 
fonctions arbitraires X(j'), jJi.(a:), . . . peuvent s'écrire, si tous les a^ sont égaux 
à deux, 






C. 



I3{ri,a) + \/?Hyu ^) — «(/»> ^) y(.Vi» ^) 

. J ï , 



(S) ' a(7i»'ï-) 



les fonctions J'i = ^«(^), J2 = #2(^), •••» :>'2//+*-y= ^2«+*-7(^) désignant 
!4/?-|-A* — q racines de Di = o. 

Les seconds membres de (S) sont donc des fonctions algébriques connues des 
coefficients )v(.r), [t-ix), ... de (5, FI, Q, II. 

Tout d'abord les constantes C^ étant entièrement arbitraires, pour j: = Xo 
les fonctions \{xo)^ ik(xo)^ . . . coefficients de ^, FI, Q, R sont arbitraires, et, 
par suite, il en est de même des polynômes 

On peut donc toujours supposer <|ue pour x = Xq la relation 

a(? — cij3C -+- y =^ o, 

«•st irréductible cl que, de plus (pour j? = Xq), les polynômes II, Q, R ont leurs 
racines en j^ simples et distinctes: par suite, pour x = jroj D| a toutes ses racines 
simples. 

(^eci posé, si les é<|uations (S) ne sont pas compatibles et déterminées pour 
des valeurs des Cr arbitrairement choisies, c'est qu'un des seconds membres 
de (S), par exemple le dernier, est identiquement fonction des autres; Aiiircmeni 
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dit, que les 9./1 -+- X' — i premières racines de D| ne peuvent donner à la fonclion 



des valeurs constantes, sans qu^il en soit de même pour la racine suivante de D,, 
et, par suite, pour toutes les autres par raison de symétrie. 

8. Nous allons voir que cette conclusion est impossible; nous allons démontrer 
en même temps qu'iY esi impossible que les relations (S), distinctes ou non, 
entraînent comme conséquence que d'autres racines de D| = o, distinctes de 
celles qui figurent dans (S), rendent nécessairement constantes les valeurs 
correspondantes de C(^', x). 

Admettons, en eflet, que p équations (S) (p^sj/i-j-A^ — q) entraînent comme 
conséquence qu^une racine suivante de Df et, par suite, toutes les autres soient 
solutions ordinaires de l'équation (1). Dans ces conditions, le degré irréduc- 
tible qt de (i) est nécessairement é^al a 4- Ceci n'est possible que si le ra- 
dical \/QK que renferme y porte sur un polynôme du quatrième désiré, c'est- 

à-dire si y -h A* ^ 4 î donc est égal soit à 2, soit à 1 . 

Observons tout d'abord que, si V entier q donné est égal à 4? ^^ \nen 
p =z 'in -^ k — 4» et alors, toutes les racines de Di sont épuisées dans ce système 
des relations (S), ou bien p<< in-\- k — 4» et alors, siy-j-A' = 4> 'e système (S) 
laisse au moins cinq des fonctions )., [jl, ... arbitraires; et siy-HÂ=2, il laisse 
au moins six fonctions arbitraires. 

Enfin, si ^r >► 4, les p équations (S) laissent au \xïo\n% cinq fonctions arbitraires 
si y -+- A' = 4 et six fonctions arbitraires si j -h k = 2. 

Deux hypothèses sont alors possibles : 

Première hypothèse. — L équation en y' correspondant à (•>.) est bien du 
second degré en y' , 

Dans cette hypothèse, si y 4- A* = 4, exprimons qu'une des racines 

y^gs{x) de QR^o 

rend constante la fonction C*{y^x)^ autrement dit, est une solution ordinaire 
de (1), y — gs(^) doit figurer, comme l'on sail, en avant du radical dans l'équa- 
tion (i) résolue en y' 



Le radical étant du quatrième degré, ceci est impossible, à moins que l'équa- 
tion (1) ne se réduise au premier degré. 

Mais comme cette équation du premier degré est nécessairement une équation 
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de lliccati cl (juc, d*anlrc pari, il resle an moins quatre fondions arbilraires, il 
V a conlradiclion. 

Si, niainlcnanl,y -j- A =rr: •>., il resle au moins six fondions arbitraires; si nous 
disposons de deux de ces fondions de façon (|ue deux racines de QR = o soient 
solutions ordinaires de (i), c'csl-à-dire donnent à C(^, x) une valeur constante, 
il reste quatre fonctions arbitraires. D'autre part, Téquation (i) en y' ne peut 
rester du second degré, car dans Téquation résolue en j^', on aurait le fadeur du 
second degré 

en avant du radical, ce qui est impossible puisque // = 4. Donc, Inéquation se 
réduirait au premier degré, el serait, par suite, une équation de Iticcati, ce 
qui est absurde, puisqu'elle dépendrait, dans le cas actuel, de quatre fondions 
arbitraires. 

Sfxomdf. inpoTiiÊsE. — Le premier membre de l'équation du second degré 
en y est carré par/ait, 

(Test, par suile, une é(|uatlon de Kiccali, puisque 71= 1; or nous aurions au 
moins cin(| fonctions arbitraires, ce qui est absurde. 

i). Passons, maintenant, aux deux dernières objections : 

Objectk» IV. — L'équation différentielle (1) qui correspond à féqua- 
tion {'i) la plus générale, est-elle bien du second degré? autrement dit, les 
conditions (S) porlant sur les fonctions X(x), (Ji(^), . . . n'cntraîncnt-elles pas 
comme conséquence que Téqualion (i) en y est carré parfait? 

S'il en est ainsi, toules les solutions j' = /i(x) de nQIl = o sont des inté^ 
grales ordinaires, c'est-à-dire donnent à C(r, x) une valeur constante. 

Si nous posons 

la relation 

(E) i:'---/[/i(,r),.r\^^(x), 

est une conséquence des relations (S ), que nous récrivons sous la forme 

-, : : 

(^eci exige que le second membre de (K) ^{<i) soit une fonction des seconds 
membres de (S)/, (j-\ Ai-^), • • .î/a//-f+A(j^). 
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Inversement, le dernier second membre de (S), soil/^n^ç^ki-^)', est une fonciion 
des seconds membres précédents el du second membre de (E). On peul donc 
remplacer le système (S) par un système (S') comprenant Téquation (E), où C est 
une constante arbitraire, elles 2 n — q -k- k — 1 premières équations (S) 

Cj — /j(jr), 

(S') I 

la dernière équation (S) est alors une conséquence du système (S'). 

Le système (S') entraîne donc comme conséquence, à cause du rôle symétrique 
des racines restantes y = g(^) de D| = o, que toutes les racines y = g{x) de 
D| == o non employées dans (S') rendent constant C(^', x). 

Donc Téquation diflerentielle (1) réduite à son degré minimum serait de degré 
quatre, et comme son premier membre est un carré parfait, ce serait une équation 
de Riccati, ce qui est en contradiction avec ce fait que le système (S') laisse arbi- 
traires au moins quatre des fonctions X(x), |^(^), • • •• 

10. Objection V. — Je dis tout d'abord que dans le cas le plus général, le 
GENRE xa de la relation entre les constantes intégrales est égal à zéro. 



En effet, tout d'abord si y-hA>'4î pourx = Xq le radical v^QR est le radical 
le plus général de son degré, et, par suite, la courbe 

n'est pas la transformée rationnelle d'une courbe de genre un, ce qui a lieu né- 
cessa ire ment si 13 = i . 

Si, maintenant, y -j- X* = 4, le genre de la courbe 

est égal à un. Or, nous savons que si /> =: t3== 1, Téquation (1) a ses points cri- 
tiques fixes (*). AJorsy = o, X'=:4 et le degré irréductible de Téquation (1) est 
égal à quatre. 

Inversement si Ton a à la fois 

( *) P. Painlbvb, Annales de VÉcole Normale, p. an ; 1891. 
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Téqualion a ses points critiques fixes, xs est égal à uriy et, par conséquent, le 
nombre v des branches de j'(x) est égal à un, quel que soit /?. 

Enfin, si y -f- A' = 2, on a /> == o et, par suite, m = o. 

On voit donc que, si on laisse de côté le cas de y = 4, y =0, /* = 4) le genre js 
correspondant à l'équation la plus générale est égal à zéro, 

II. Je dis, inainlenant, que la fonction y{x) définie par (2) prend bien, en 
général, n valeurs, 

En cITel, si elle en ])renait seulement un nombre v << /?, on pourrait mettre 
rinlégrale générale sous la forme 

où a,, jï,, Yi sont des polynômes en y de degré v, ce qui est toujours possible 
puisque rn = o. 

On sait que C est nécessairement une fonction rationnelle de C, C = M'(^C'). 
Soit d'abord v >> 1 , et C^ une racine multiple de Tégalité 

et C,' la valeur correspondante de C, qui existent toujours, puisque V n'est pas 
du premier degré. Comme les ordres de multiplicité des solutions remarquables 
sont égaux à deux, la multiplicité de C,'. est seulement égale à deux et les v solu- 
tions >' = gr[j^) correspondant à la valeur C^ dans (2') sont distinctes. 

Dans ces conditions, les valeurs de Cr correspondant aux v solutions remar- 
quables yz=^ gr{x) de (2) seraient égales, ce qui est absurde, puisqu'on les a 
prises arbitrairement. 

Le raisonnement n'est en défaut que si v = 1 ; mais alors, si v = i , /> = tsj cl, 
comme m ^= o, p est nul ; y 4- A' = 2, il faut que y soit nul, A* = 2 et y = 4 • 

Inversement siy = o, A= :>., q z= ^^ v est égal à un, quel que soit n, 

1*2,, Nous pouvons donc énoncer les résultats suivants : 
Laissons de côté les deux cas 



7 = 4, y=o, 



\ A = 4» 
I A = 2, 



cas 011 Téquation différentielle a toujours ses points critiques fixes. 

Dans tous les autres cas, les conditions imposées aux coefficients de (vs) 
pour dos valeurs de n, q no>^ÉKs et les choix de /, y, h {ai'ec les restrictions 
indiquées) sont compatibles rt déterminées et définissent une équation (2) 



i 
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dépendant de i -{- i fonctions aubituaires et de in -^k — q=^in-\-rj — ^--%i—j 

CONSTANTES ARBITRAIRES. 

L'équation {i) la plus générale, satisfaisant à ces conditions, est irréduc- 
tible en y et C* et intègre une équation différentielle (i) vraiment du second 
DEGRÉ en y et de degré irréductible en y, égal à q. 

De plus, la fonction y{x) définie par (a) prend exactement n valeurs 
autour des points critiques mobiles et, par suite, le genre m de la relation 
entre les constantes intégrales est égal à zéro. 

13. Les propositions que nous venons de démontrer ne sont vraies, bien 
entendu, que si l'on a choisi d'une façon tout à fait arbitraire les fonctions et les 
constantes arbitraires dont dépend l'équation (2). Pour des choix particuliers de 
fonctions ou de constanles, le nombre des branches de l'intégrale peut être un 
diviseur de n et le genre m peut être égal à un. 

Les deux types exceptionnels correspondant aux deux cas y = 4» j=^^i 
k=^^^ 2, qui expriment au fond que Inéquation (1) a ses points critiques fixes, 
se ramènent par la transformation homographique effectuée sur y et le change- 
ment de X en <p(X) aux deux équations 

/2=3(,_j«)(.-py«), 

où U.2 est une constante ; et alors, quel que soit /i, on ne trouve que ces deux tjpes 
d'équations et leurs transformées homo graphiques. 



V. — Nombre de constantes et de fonctions arbitraires 

DONT dépend l'équation DIFFÉRENTIELLE. 

14. L'équation (2), nous venons de le voir, dépend de i -\- ^ fonctions arbi- 
traires et de 2/1 -h A* — q constantes arbitraires distinctes ; mais en sera-t-il de 
même pour l'équation (i)? Quel sera le nombre de fonctions et de constantes 
arbitraires dont dépendra celte équation? 

Je dis que l'équation différentielle (i) dépendra de / -{- /^fonctions arbitraires 
et de l constantes arbitraires, / désignant le nombre in-\'k — q — 3 si ce der- 
nier nombre est positif et étant égal à zéro dans tous les autres cas. Il suffit, pour 
le démontrer, de nous appujer sur la proposition suivante : 

Quand V intégrale dhine équation (1) prend exactement n valeuts autour 
des points critiques mobiles, et que le genre ts de la relation entre les cou- 
stantes intégrales est nul, on peut mettre l'intégrale sous la forme (2) et 
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toutes les formes {'à) s^ obtiennent en effectuant sur C une transformation 
homographiquc à coefficients constants. 

On pourra donc se servir de celle Iransformation de façon à donner à trois des 
valeurs remarquables Cr de la constante des valeurs particulières, soit o, i, x, 
et il restera seulement in -{- k — q — 3 constantes arbitraires. 

Si le nombre des valeurs remarquables de la constante est seulement égal à 
deux, on donnera à ces constantes les valeurs o et oo par exemple; si ce nombre 
est égal à un, on donnera a la constante correspondante la valeur oo; enfin, s'il 
n'y a pas de constante remarquable, on ne fera rien. 

D'autre part, les i -\- \ fonctions arbitraires et les / constantes arbitraires figu- 
reront bien dans (i) d' une façon indépendante, 

Kn effet, considérons une équation (•^) où l'on ferait varier d'une certaine 
manière les i -{- \ fonctions arbitraires et les / constantes arbitraires; s'il lui 
correspondait toujours la même équation (i), on devrait, d'après la remarque 
précédente, passer d'une de ces formes (a) à une aulre par une transformation 
liomographique continue, puisque la forme (2) varie d'une façon continue; ce 
qui est impossible, cette transformation devant conserver les valeurs o, i, oc. 

15. lleniarque /. — Dans l'équation (1) les racines y = g{^) <^e L = o et les 
racines de QR = o sont données algébriquement à l'aide des fonctions indéter- 
minées )^(^), P'(^), sans que les dérivées figurent; par conséquent, on pourra, 
par exemple, prendre comme /-f-/{ fondions arbitraires, i-|-4 des coefficients 
de L, Q, R, et les autres coefficients de (i) s'exprimeront algébriquement en 
fonction de ceux-là et de leurs dérivées. 

Remarque II, — On pourra se servir de la transformation homographiquc 
pour abaisser, par exemple, an degré q — 3 le coefficient N de (i). 



CHAPITRE IV. 



FORMATION DES ÉQUATIONS DU Sl^COND DEGRÉ EN y\ DONT L^INTÉGRALK 

A DEUX BRANCHES. 



Voici tout d'abord le Tableau des diverses circonstances qui peuvent se pré- 
senter dans cette étude {\ désigne ici le nombre de solutions remarquables, k le 
nombre à^ intégrales singulières et j le degré en y de la courbe, lieu des poinis 



FORMATION EXPLICITE DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DE PREMIER ORDRE, ETC. 285 

de rebrousse me ni, q le degré de l'équation différentielle. 

( >' = o, 7 = 6, 
7 = 5; 

X =: o, 7 — 8 , 






j = o \ 

X := 2, <7 =6, 

X =: 3, <7 := 5; 

X i=o, 7 = 5, 

X=i, 7 = 4. 



I. — Il T A QUATRE INTÉGRALES SINGULIÈRES. 

1 . y = o, A" = 4' L'équation la plus générale correspondante est de degré huit. 
C'est en même temps l'équation la plus générale dont Tintégrale acquiert deux 
valeurs autour des points critiques mobiles. 

Pour la former, il suffit de partir de la relation 

Si l'on suppose que y = o, y = i ^y =co sont intégrales ordinaires correspon- 
dant à C = o, C = I , C = 00, on aura entre les a/, p,-, y,- les relations 

«1=70=0, a, -h 1 — 2((3,H-p,-+-(3o)-hy,-+-y,=:o. 
L'équation différentielle demandée s'écrira 

U«iy«-+- 2y«r -+- yi )7'-t-7[(ai y; — yi^',)/' -+- («ly', - yi «i -+- y', ) v h- y', ]!* 

H- (a.p; - (3,a; + p;)r«-+- («,(3; ^ Po^; -+- p; )y ^ p'j 

-+-(Piy;-y,p;):K*+(P,y;-y,p;^P,y;-y,p;)y' 

^(P«y;-yiP;-+-Poy;-y,p;)v«-h(Poy;-y,P'o).v| = o 

ou encore 

(0 L/«-2Mj'^7(7~i)N = o, 

où L, M, N sont des polynômes de degrés 4, 6 et 5, dont je me dispense d'écrire 
les développements. 

Foc. de T.t a* S., I. 37 
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2. Si Ton avait voulu mettre en évidence les quatre intégrales singulières j on 
aurait pu se servir de la transformation homographique et du cliangement 
X r= ^( X ) do façon que ces intégrales fussent^' = o, j^ = i , j^ = x, jk =: jr, en 
posant 

avec les conditions 

u(3,,3,~ a,y,— >',a,-^ âj-r- aS.^,— x.y^—y^— a,y, 4- 2^o?i— sfi^ — y» — o, 

(i3,3,— a,y,— y,a,)x'-h...i=o; 

mais il vaut untMix, pour ce qui va suivre, s'en tenir à Téquation (3). 

H. I'\>^" LIIONS i>K nKGRÊ SEPT. — Si oous exprimons maintenant qu'il y a une 
inlé^ralo remarquable i* = x, par exemple, pour C = x, nous obtenons une 
équation diirérenlielle do degré s^pi. qu*on déduit de (i) en faisant a2= o; d'où 



^^) 






Im» M«* "^i étant de degrés 3. 5 et 4 en v. 

4. h\>iATio>> DE DEGKê >i\. — Pour ces ét|ualions. il T a ^^lUT iotégralcs re- 
marquables, soient 1- = x. i- = o pour C = x et C = o, par exemple; il suflit 
de poser, dans a . -^•, = ••: d'où 

— V ?ùt- >î^î y— ' ^r/'s ^ >î3, > V* — . 3, y; — y,3;) v] 
ou bien oncoiv 



lvJ:^tV-3,>v>î3|V-^ j5,yî ~ >î.» b ' 

* !v »:^0 -^»U^>t-îî3.\>'»— .5:yj— y:3. y- vV/j— /îP^m] 

'■,MA-i'\3,v3t>. — >t3, vî 

— [>t -:Aî-^^: — ^/t^z^j],* -^♦^•/j— /i3;)!=0. 

«S. Kv^v^riONs i%c iMT^KÉ ci><^. — Il T a ici IrorV mletir^ n«ait|uables de la 
O^MuUulo, SiMonl C - - X. — o. O = I a\ei\%* = x, r = o»^r = i, par exemple, 



FORMATION EXPLICITE DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DE PREMIER ORDRE, ETC. 287 

comme solutions remarquables correspondantes; d'où 

a, = a, = 70=71 = 0, 

2((3j-f-p,-f-(3o)i= !-+-•/„ 
2yt=2pi-+-(3,. 

LVqualion différentielle de degré cinqy que Ton obtient, s'écrit 

+ [ ■■'■ ;3. ( ?. y; - y« p; ) j* + ?. ( 3 ?, /, - 3 ;3; y, + 2 y . p; - 2 (3, -/, ).>•' 

- P.(a-/.P', + ?./, + 3|3;y,)y - 2|3„3'„y,] / 

+ P'.(y.,3'.-y;?.)j-o, 

où Ton doit remplacer [îJo par ^o H ^ et j3| par y.^ — 2 p^* 

6. Équatioms a points critiques fixes. — Il est impossible d^avoir un abaisse- 
ment plus considérable, sans que Téqualion correspondante ait 5^5 points cri- 
tiques fixes. 

Pour vérifier celte remarque sur l'exemple que nous venons de former, expri- 
mons que, pour la valeur C| de la constante, ^1 = ^ = 1 -\ -^ est une inté- 

g raie remarquable. L'expression 

O- C[2;3,y'+ 2(y,- '^?^,)y 4- I 4- 23,-7,] -+- "/î >' 

devient un carré parfait quand on v remplace C par C| et^ parj>', . 
Posons 

l'intégrale générale s'écrit alors 

(3) C»— C[\»r'-B*(v-i)'-i-i]-hA-j'' = o. 

Écrivons que, pour C = Ci, l'équation admet la solution remarquable 

i-B* 



>'i 



A« — B* 



Comme pour C = C|, le premier membre de (3) étant carré parfait, V| a égale- 
ment pour expression 

-B'C, 
C,(A«-B»)-A« 
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et, par siiilc, on obtient successivement 



~ (:,-A« 

L'équation (S) peut donc s'écrire 

[(i-C.)(C,^A«)^C(C,-i)]AV 

— 2C((:, - i)A- V -+- C[(C, - A») (C - I) -h AMC, - 01 = o 
ou 

_ A(C- i)C4-vtV-i)(A^-C,)v/C(C--i)(C>-C,) 
^"" C(A--i)-hC,-A* 

C'est une équation à points critiques fixes, Aoni la relation entre les constantes 
intégrales, primitivement du genre zéro, s'écrit maintenant 



'/î — 



(:((: — I )((: — (:,). 



Klle est <lonc devenue de genre in (*), par suite de l'existence de quatre solu- 
tions remarquables. 

L'équation diflerontielle s'écrit, d'ailleurs, 

avec 



IL — Il Y A DEUX INTÉGRALES SINGULIÈRES. 

7. Equations uk hkcrk six. — Dans ces conditions, le degré majcimum 
l'équation dilVérentielle est égal a six. C'est le cas où il n'j a pas de solution 
marquable. Disposons des coeiiicients de la transformation homographique 
façon que les deux intégrales singulières soient ^v == i», >' = x, et que, 
3* — av £££ IPR, 11 se réduise à Tunité. 

L'intégrale générale 



(M Sur \c passa jç:€ du frenre zkro au £:enre un, ro/r les n* ii ei 13 du Chapitr 
(*) C| ilêsi};ne, comme nous l'avons dil, une constante arbitraire. 
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peut s^écrire actuellement 

c^ P> y'H-Pi.r-+-PoH~v//(j-i) , 

les coefficients ^3, p,, ^o? ^t^, a,, a© sont liés par les relations, qui expriment que 

(P«7*-+-Pi/-i-i3o)*-y(7-i) 
est divisible par 

Soit Ya^^-h Y^ j^-l- Yo le quotient, on calcule facilement les coefficients ya, yi^yo 

H, ,.=§1, „=îMi_î^, ,.=a. 

les a,, Py étant liés par les deux relations 

.p.p,-.,-g(,p,p.-î^) 

L'équation difTérenlielIc s'écrit alors 

[(ay - ,)«_ 4y(y _ 1) (Pî- «,7,)]/' 
-4(y-i)7j[4(3,|3;+ 2(3,(3;- a(«./, + «,-/,)- (a; y,+ y,«;)]j» 

-h (4(3,p'o+ 3(3, [3','- a«,y'o - «,/, - 2«o7;- yi«i)/ 

+ a?.?;-7.«o-«.y'o|/ 

- 4j(j' - 1) [(^;j'+ p; j + (3'.)'- («;^'+ »\y+ «;)(•/;/»+ y'./ +y;)] =0, 

où les Yoî Yi> Y2 doivent être remplacés par les valeurs (4), les a/, ^y étant liés 
par les relations (5). 

8. Equations de degré cinq. — Il suffit d'exprimer qu'il y a une solution 
remarquable pour C = 00 par exemple; d'où a^=4a2ao.On vérifiera que le facteur 
'JL7.2y -H ai figure dans le premier membre de l'équation différentielle formée pré- 
cédemment. C'est là une vérification un peu longue, mais qui ne présente aucune 
difficulté. On supprimera ce facteur »a2j''4-a,, et Ton obtiendra Téquation de 
degré cinq demandée. 

9. Equations a points critiques fixes. — Si nous exprimons que l'abaisse- 
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incDl est ])li]s considérable, c^est-à-dire qu'il y a deux solutions remarquables, le 
degré de Téqualion difTérenlielle ainsi obtenu est égal à quatre» Mais, comme 
il y a deux intégrales singulières, sans lieux de points de rebroussement (y = o), 
nous avons alTaire à une équation à points critiques Jixes, Vérifions qu'il <»n est 
bien ainsi. 

Pour cela, écrivons l'intégrale générale sous la forme 

y z= o, >' =: 00 étanl les deux solutions remarquables pour C = o et C = oc. 
Soil (y — i)^ le carré parfait lï^ figurant dans le discriminant p^ — ay. Si 

est divisible par (y — i)*, on aura en Ire les a/, ^i, y,- les relations 

et, par suite, 

Il en résulte que l'inlégrale générale 

qu'on peul écrire 

[(2(3,4- (3,)«-2(3î](r-ir-i-(2p,-+- 13, -(:)*=o 
devient 



r = 1 -h 



\/(2?î+;3,)«-2p, 

L'équation a donc bien ses points critiques Jixes. 

m. — Il y a i:>'E SEDLK INTÉCiRALE SINGILIÈRE. 

m 

10. b\)UATiOi>s HE DEGRÉ CINQ. — Daus CCS couditious, le de{;ré de l'équation 
de difléreuliclle esl au plus égal à cinq, Soient^>^= 1 l'intégrale singulière, y :=o 
le lieu des points de rebroussement. Supposons, de plus, que r= 00 soit solution 
ordinaire pour (] = oc ; d'où a^ = o, 

( a, >• -+- «o)(:*— 2(3, v*-+- ;3,/ -4- j3o)r -+- 7t v'-f- 7,y -h y^^ o, 
rinlé«;ralo générale prend alors la forme (où [îar^ i) 
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les coefficients sont ai, a^, ^,, ^o sont liés par la relation 

(6) a, ( «oPi — Poai )* — 2 aj ( «oPi — Po»! ) — «î = o, 

qui exprime que 

est divisible par oLty -+- ao. 
On déduit de là 



> 



et l'équation différentielle correspondante s'écrit 

- 40' — !)(«!/ -+- «',/ 4- «o) [(2y,-4- y,)y-h y'j/'-h y;/ -+- yil = o 



ou 



(8) ![9-4(i3î-aiy,)-+-8(|3,-ar/,)]r^4(;3î-a,yi)!/* 

- ai(7î7*-+- y'i/ -+- yi ) - («i J -^ < ) (2yî.r -^ yi )]/' 

-4(r-i)[((3;7-+-P'o)'-(«;j' + a'o)(y;r«-+-y;/4-y'o)] = o, 

où Ya, Yi, Yo ont les valeurs (7), et ao, «i, ^i, pr sont liés par les relations (6). 

Dans le cas actuel, nous pouvons exprimer les coefficients de Téquation diffé- 
rentielle, en fonction rationnelle de trois fondions arbitraires A, B, T, el de 
leurs dérivées A' B', T'. 

En effet, de la relation (6) on tire 



Posons 



il vient 



«oPi — Po«i — z 

oco=\, a,==A(T*-i), Po=B, 

11 suffira de remplacer dans (8) les a, p, y par les valeurs que nous venons de 
calculer. 
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H. Équations de degré quatre. — Dans 'ce cas, y = 00 est une solution re- 
marquable (soit pour C = 00); d^où, en tenant compte des calculs précédents, 

«0 ^0 *0 

Téquation (8) devient 

ou bien, en remplaçant yo ^t yi en fonction de ^^ et a^, 

/'-4(r-')(v-')p;/ 






Ici les coefficients sont des /onctions ratiomuelles de a,,, p© ^^ ^^ fewrs 
dérivées. 



CHAPITRE V. 

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU SECOND DEGRÉ EN y DONT L'INTÉGRALK 
GÉNÉRALE EST UNE FONCTION A TROIS VALEURS, LE GENRE w DE LA 
RELATION ENTRE LES CONSTANTES INTÉGRALES ÉTANT ÉGAL A ZÉRO. 



i . Voici le Tableau des difl'érentes circonstances qui peuvent se présenter 
dans cette étude; j désigne, comme précédemment, le degré en y du lieu des 
points de rebroiissement et k le nombre d^ intégrales singulières : 

Degré q des équations différentielles 
correspondantes. 



. A-=:6, 7 = 12, II, 10, 9, 8, 7, 6, 5. 

./ — o ' A = 4, q= 10, 9, 8, 7, 6, S, 4. 

' A- = 2, <y =: 8, 7, 6, 5. 

( A — 3, q=: 9, 8, 7, 6, 5, 4. 

( A-= I, f]— 7, b, :>, 4. 

y — o A-=io, 7— 6, 5, 4. 

Comme il serait beaucoup trop long d'exposer, dans ses moindres détails, la 

formation des soixante-quatre Ijpes diflférenls, auxquels donnent lieu les six 
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classes d'éqiiahons figurant dans le Tableau ci-dessus, je me bornerai, sans 
pousser, d^ailleurs, jusqu^au bout certains calculs, à former lous les types de la 
première et de la sixième classe. Ces derniers lypes correspondent aux deux cas 
où Tèqualion dinVrentielle possède six intégrales singulières ou n'en possède 
aucune. Le premier cas nous fournira des exemples (rèquations renfermanl 
algébriquement et d'une façon essentielle, une, deux, trois ou quatre con- 
stanlcs arbitraires distinctes. 



I. — Il Y A SIX INTÉGRALES SINGULIÈRES. 

*i. Dans ces conditions, nous supposerons qu'on a disposé des coefficients 
de la transformation liomograpliiquc de façon que ^=o, j>' = i,^ = ao soient des 
intégrales ordinaires correspondant aux valeurs (^ = o, C=i, C = oo de la 
constante d'intégration; en sorte que l'équation diflV'renliellc (') coriespondunle 
sera toujours de la forme 

où L, M, N sont des polynômes de degrés respectivement égaux à 8, lo et 9. 

Equations de degré douze. — L'équation la plus générale dont l'intégrale 
possède trois brandies est de degré douze; L, M, N seront alors de degrés 8, m 
et 9; et si a, P, y désignent trois polynômes en y de la forme 

avec la condition suivante, qui exprime que j^= i est intégrale pour (^ := 1 , 

a,4- a, -h I 4- y,-h y, -+- y, — 2(|3,-+- ;3, 4- (3, -+- ?a>, 
l'équation dilTérentielle (i) s'écrit de la façon suivante : 

\\ dv ' dvy ^ dx ' ùx\ 

et les coefficients de L, M, N sont, par suite, des fonctions rationnelles des a/, 
^/, y/ et de leurs dérisrées. 



(1) Pour obtenir toutes les équations répondant à la question, il suffira de remplacer 

.11 I. a(ar)Y -4- 6(r) , ...... 

dans chacuo des types obtenus y par — —■ — y/ — ^^ — ' ^^ j P^r I* denvee de celle expres- 
sion; la nouvelle équation renfermera alors rationnellement les trois Çoncùons a rifi frai r es 
a{T), b(x)f Hx) et leurs dérivées premières. 

Fac. de T., 3« S., I. l^S 
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Remarque, — L'intégrale et le terme indépendant de y pouvant s'écrire 

«''paiement 

«(C - i)*- 2(|3 - a)(C - 1) -H a — 2^ -f- y = o, 

le facteur j' — i se met aussitôt en évidence dans ce dernier, en vertu de rîdenlité 

a - 2(3 -+- y - -: (/ — i)[(y3- a^,)^^^- (y,— a^^j-h y,— 2p,4- at)y 4- 2^0— »]• 

!{. Kquations de DF.Giii^. ONZK. — Eu écrivaut que j^ = ac, par exemple, est une 
Intégrale remarquable doubte, d'où a2=o, on obtient une équation (1) où L, 
M, N sont de degrés 7, 9 et 8. 

KgiJATio>'s nu DKGiiK DIX. — Dcux cas peuvent se jjrésenter, suivant q«ie 
l'abaissement du degré provient de deux solutions doubles ou de la présence 
iVune solution triple. Dans l'équation (1) correspondante L, M, Nsont de degrés 
(i, 8 et 7. 

I. Il y (i deux intégrales remarquables doubles, — Soient ^ = oc, j^r^ o, 
d'où aj=^Yi = (). Après suppression du facteur j', il reste une équation (1) du 
<b»gré indi(|ué. 

II. // )' a une intégrale remarquable triple, — On partira de la forme de 

l'intégrale 

C- 2(^,y'-h ?,^'4- ;3,j -+- P,)Ch- y,v'-f- y,j*-^ y, J = o 

Lyï4-yî4-y,-hi-2(p,-h?,-HP,-i-i)], 

<'t l'on obtiendra une équation (1) de même forme que tout à l'heure. 

Kquatio.\s de DEGiiÉ KEVF. — Ici cucorc, il y u deux cas à distinguer : 

1. // )' a tt^is solutions remarquables doubles, — Soient j^=o,j=i,j' = x 
pour C ^ o, i , 30. On partira de Tinlégralo générale et des conditions 

(a,j -+- OC^- 2(;33j'-4- ^y'-^^o' H- ^)C + y,y'-^y,y' = o. 

en remarquant que la relation suivante, conséquence des deux précédeules. 

(Vs- 2?,) /'-+- (y,- 2;^,) r«H- («i-- 2(3,) V -M - a(3o 
= (.r-0'[0'3-2(3,)j-M-2^] 

permet de mettre en évidence le facteur j- — i dans les coefficients de^''^ el^ et. 
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le facteur (y — i)^ dans les autres termes en sorte qu'après la suppression du 
facteur j'(j^ — i), il restera Téqualion (i) demandée. 

II. Il y a une solution triple et une solution double. — Soient j' = oc, j' = o, 
on partira de 

[i-+-y,4-y3=2([3o-+-(3i-+-(3,-4- ^3)]. 

4. Équations de dkghé huit. — Il y a trois cas à distinguer : 

I. llj a quotité solutions doubles, — Quand y z= o, y = qc sonl deux solutions 
doubles pour C = o, G = oc, Tintégrale générale prend la forme 

(a,j+i)C*-2(;33v3+;3,v»-h;3,v-^Po)C + y,v'4-y,v» = o. 

Si j'=i, j=:T| sont deux nouvelles solutions remarquables doubles pour 
G = I et G = Gi, les fonctions y;,, p3, [îj, ^i s'expriment en fonction rationnelle 
de T|, «1, Ya et de la constanle G|, au moyen des relations linéaires 

< -3y3TÎ4-G(3,C/rr-^4(3,(:,T,+2p,C. rr 2y,T, ^a^C?, 
— 3y3 -♦- e;^, -4-4P, -+-2;3, — 2y, -ha,, 

^""^ "' . 2p,C,Tî-4(3iC,T,:=yrrî -h2a,CîT,4-3(Cî-2[3oQ, 

2Pt-h4Pi —yt -+-2ai -+-3(i — 2j3o), 

et le premier membre de l'équation différentielle correspondante, après suppres- 
sion du facteur j'(j' — 0(j' — '^Oj ^^^ ^^ '^ forme (i), où L, M, N sont des 
polynômes dé degrés 4? 6 et 5, dont les coefficients s'expriment rationjvellk- 
MENT à l'aide de la constante arbitraire Cx., des trois fonctions arbitraires y.\\ 
72 > il ^^ de leurs dérivées a',, y'^ et T, . 

II. Il y a une solution triple (y=(x>) et deux solutions doubles (y=o, y = 1). 
On partira des formes suivantes de l'intégrale générale et dans le résultat final on 
supprimera le facteur j'(r — 1) 

H-y,-4-y3=:2(P3-f-(3,H-;3,-+-Po), ay^-h 3 y3=: 2(3^3+ 2(3,4- ^o). 

IIL 11 y a deux solutions triples (y =zcc,y = o), — Dans le résultat final, 
on supprimera le facteur^^, après être parti de la forme de l'intégrale générale 

C*~ 2 ((33/» -h {3,7«-+- P, V + Po) -^ y,/'^ o [y3 -M = 2((33-+- ?,-+- (3,-1- (3o)]. 

0. Eqcations de degré sept. — Il y 21 trois cas à distinguer : 

1. Il existe cinq solutions remarquables doubles, — Soient y =^ o,/=i, 
y r= 30, j^ r= T|, j^ = Ta pour les valeurs o, i, oo, G|, Ga de la constanle". L'in té- 



296 A. CAIIEN. 

gralc g;cnérole s'écrira 

cl les ronclions ^0, ^i, ^j, pj, y^, v, .s'cxpiimeiil en funclioii rationnelle de T,, 
Tj, *! et des constantes arbitraires C|, Cj, an moyen des relations /inraires 

-3Tîy,-2T,-/,-+-6C,T«;3,+ 4C,T,p. + a<:,;3. =«.<:!. 

- rri/,- 2T,y.-+- 6C,T«i3,4- 4C,T,;3.+ qC,3. = «.CJ, 

^— 3yj --2y, +6?, +4?! +2?, — «„ 

^■^' -T'y, -t-aC.TÎ?,4-4C,T,^,-6(:,|3,r=2CJT,a,4-3(:|, 

-y. -H2;3, -+-4?i -6;3, =2», 4-3. 

l^'('(|tialion diiïercnlielle correspondante, après snpprcssion du fadeur 

v(v-i)(7-T.)(j-T,), 

csl de la (^ormc (i), où L, M, N sont des polynômes de degrés 4? 6 cl 5, dont If s 
coefficients s' expriment rationnellement à l'aicfe des constantes arbitraires 
(^,, Ca, des trois /onctions arbitraires ai, T|, Ta et de leurs dérivées pre- 
niieres a,, 1 ,, 1^. 

0. II. Il existe une solution reman/uable triple et trois solutions remar- 
quables doubles. — Soient j' =: oo la solution iriple pour C = oc el >' = o, y = i, 
y = T| pour C = o, i, C|. L'intégrale générale est de la forme 

Les coefficients ,3.,, ^o? ?i> Ya s'expriment rationnellement à l'aide de T,, v, 
et de la constante arbitraire C|, au moyen de relations linéaires qui se déduisent 
des relations (2) en y faisant ai r=r o. L'équation différentielle qu'on obtiendra, 
apri'S suppression du facteur y [y — 1) {y — T|), sera de la forme (i) et ses coef- 
ficients seront des fonctions rationnelles de (]|, T| Vjj, T', , y^. 

III. Il existe deux solutions triples (y=^o^y = oo) et une solution double 
{y= i). — L'intégrale générale est de la forme 

et donne lieu à une équation diflérenlielle qui, après la suppression du facteur 

y^{y — 1), est de la forme (1). 
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7. Équations de degré six, — Il y a quatre cas à distinguer : 

1. Il existe six solutions remarquables doubles, — Soientj' = o,^'=:i ,^' = x, 
^ = T, , j' = Ta, j = Tj pour C = o, i , 00, C, , C2, C,. On peut partir de la 
forme 



(4) 



(«, V -+- 1) C- 2 (;3,y»-h ?.j'-H ?,y -H ;3,) C + y, v'-h y.^' - o, 



et si Ton pose 

/(T,C) 
?(T,C) 






les sept coefficients a/, ^y sont liés par les huit relations linéaires 



(5) 



/(T„C,) = o, /(T„C,) = o, /(T„C,)=o, /(i,i):.zo, 
9(T„C,) = o, cp(T,.C,) = o, 9(T„C,)=o, 9(1,0 = 0, 



(|ui ne seront compatibles cpic si le déterminant A ^ F(T|, Tj, Tj, C|, (^j, ('.,) 
est nul. 



A = 



t; 2T, c,tî 2C|T, c, 

t; 2T, c,tî 2(:,t, c, 

TJ 2T, C,T; 2C,T, c, 

1 2 I 



I 

o 
o 
o 
o 



2 

TJ 
1\ 
1\ 

I 



o 
o 
o 
o 



o C,Tî 2C,T, Cl 

o C,T} 2C,T, C, 

C,TÎ 2C,T, C, 

01 21 






^CJT, 
aCîT, 
2 C, T, 



o 
o 
o 
o 

^\ 

c, 

I 



d'où la relation algébrique (où F est un polynôme en T| , Tj, Tj, (^1, C^, Cj) 



(6) 



F(T„T„T„(:„C„C,) = o, 



qui permet d'exprimer Tj, par exemple, en fonction algébrique des fonctions 
arbitraires T|, T^ et des constantes arbitraires C,, Cj, (^j. 

Dans ces conditions, on pourra résoudre les sept premières équations (5) par 
rapport aux x/, ^y qui seront exprimés ainsi rationnellement à l'aide de T| , Tj, Tj, 
C|, C2, Cj, liés par la relation (G). L'équation difTérentielIc correspondant a la 
relation (4) (où les fonctions a/, ^y sont exprimées au moyen des T et des ('.), aprrs 
suppression du facteur j^(^ — ^){y — 1 0(7" — ^^){y — '^s)» ^^^ ^^ la forme (i), 
où les coefficients des polynômes L, M, N sont exprimés rationnellement 
à Vaide des trois constantes arbitraires distinctes C|, C2, Cj, des trois fonc- 
tions T,, T2, Tj liées par la relation algébrique (6) {et de leurs dérii^ées), ou 



(8) 
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bien encore où les coefficients sont exprimés algébriquemeat ù Vaide des trois 
r.onslantcs arl)ilraires C», C2, C», des deux fonctions arbitraires T|, Ta et 

de leurs dérivées, 

II. // existe quatre solutions remarquables doubles et une solution triple. 
Soient y = x solution triple pour C = oc, el j' = 0, y z= i^ y = Ti, y = Tj 
solutions doubles pour C r:= o, C ~- i , C --- C| , C = Cj. On part de 

avec (les relouons qui se déduisent de (3) en faisant ai =0. Ici L, M, N sont d«* 
déférés 3, 5 et 4i niais les conclusions sont idenlicpies à celles du premier cas 
<lu 11" T). 

S. III. // existe deux solutions tri/des (y = 0^ y = ce) et deux solutions 
doubles (y = i ^ y = T,). — On a Tintégralc générale (7) avec les relations (8), 

— By, -4- ();33 -+-4f3, -h'^?i —'o, 

' 2?, 4-4?l =3(1 -2?o). 

l/<'(piatioii (liHerentielle correspondante, après suppression du iacteur 

v'(v-i)(v- T,), 

est de la forme (i), où L, M, N sont des polynômes en y de degrés 2, 4 <^t 3, 
dont les coefficients sont des fonctions uATioN>ELLrs de la constante arbi- 
tra ire (^,, des deux fonctions arbitraires T| et ji^, et de leurs dérivées T', , ^Ij,. 

1\ . // existe trois solutions remarquables triples. — Soient ^' = 0, ^' = 1, 
y= X |M)ur ('. rz= o, (^ rri 1 , il =z OC. L'intégrolc générale est de la forme 

iV- -{\}'-^ 3H j' - 3»j' -f- H -h i)(: -h( A -+- H).v' = o, 

et ré(piation différentielle correspondante, a[)rés suppression du facteur 

r-( r — 1 1*-** <-st de la forme 

où 

L :^ 9n( \ - IV)[A v^-H 2» V -(H - I)], 

Ml ( VU '^-HA -h2Hir).v-ir(A-4 H)-h(y--i)(AH'--irV)(A^'-HaB/«-B^) 

^■^^ i -+-li(A4-n)[Ay-H3»>(.r-i).+-ir], 

N (AH --nV')(A'v^ 3irj»-3H>-+-ir)-H'(A -h»'). 



FORMATION EXPLICITE DES ÉQUATIONS DIPFÉÏIEXTIELLES DE PREMIER ORDRE, ETC. 299 



Ici les coefficients sont des polynômes entiers par rapport aux deux Jonc- 
fions arbitraires A etB et leurs dérii'ées premières A' etB\ 

9. Équations ue degré cinq. — Nous avons quatre cas à distinguer, suivant 
le nombre et la multiplicité des solutions remarquables. 

I. // existe sept solutions doubles. — Soient o, i, », T|, Ta, Ï3, T4 pour les 
valeurs o, i , 00, C| , C2, C3, C^ de la constante C. Dans l'intégrale générale 

les sept coefficients ai, fi/, yy sont liés par les dix relations linéaires {voir § 7) 



(10) 



( /(T„(:,)=:o, /iT„CO==o, /(T„C,)=o, /('I\,C,)=o, /(.,l)zz.-o, 
( 9(T„C,) = o, cp(Tj,C,) = o, 9(T„Ca)=:o, 9(T4,C4)=o, 9(i,i) = o, 



c|ui ne seront compatibles que si trois conditions écrites sous forme de déleruîi- 
nant 



(li) 



4»i(T„ T„ T„ T4. C„ C„ C„ = 0, 4», = 0, 4»3 = o, 



sont satisfaites, auquel cas les coefficienls ai, fi/, yy seront des fonctions ration- 
nelles des T/ et C/ liés par les relations algébriques (6), ou encore des fonctions 
algébriques de T|, par exemple, et de C|, C2, Cs, C4. Après suppression du 
facteur y (y — (j^ — ^0(y — ^i)(y — ^^){y — '1^)) l'équation diflcrenlielle 
correspondante est de la forme (i), où L, M, N sont des polynômes en )* de 
degrés un, trois et deux, dont les coefficients sont des fonctions rationnelles 
des T/, C/, liés par les relations algébriques (11) et de leurs dérii'ées. 

II. // existe une solution triple et cinq solutions doubles. Il suffit d«ns 
le calcul fait au I du § 7 de supposer ai = o, d'où deux relations 



(12) 



^',(T„ T„ Ï3, Cl, C„ C3) =0, ^^, = o, 



qu'on écrit sous forme de déterminant. On a, par exemple, 



«r,s 
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C.TÎ 


aC.T. 


C. 
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2T. 


C,TÎ 
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C.TÎ 


aC.T. 
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C,T« 
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C,T« 


3C,T, 


c, 


Cî 



v3oO A. C Ali EN. 

On arrive à des conditions analogues à celle du paragraphe précédent, les rela- 
tions algébriques (i a) étant ici au nombre de deux. 

III. Il existe deux solutions triples et trois solutions doubles, — Il suffit de 
so reporlcr au II du § 7 et (Vy faire y^ =: o. 

IV. // existe trois solutions triples et une solution double. — Nous avons vu 
(|ue, lorsque Féquation possède les Irois solutions triple» j^ = o,j^= i,^' =00 
pour (]=.— o, C = i, C = 00, cctle équation prenait la forme (i) où L, M, N 
avaient les expressions (9). 

Kcrivons de plus que >' = T| est solution double pour C = (>|, d'où 

"(T,-i)»' ^"" Tî(T,-i)« * 

les poljnomes L, M, N, après suppitîssion du facteur commun y — T|, de- 
viennent 

M £2 A(A1{'— «A') j'* + [A(T, — i)(AB' — BA') -H BA(A+ B) -i-aB]y» 

-f-[AT,(T, — i)(AB'-BA')-+-BA'(Ah-B)T, -j-aBCT,-!) 

-B(AB'-BA')-HaBB'(A + B)]/+ "'^'r"^ (A-f-B), 
N ^(AB -HV) |^AV + (A'T.-h3ir)j-.^J + 5!(A'-hB'). 



11. — Il n'y A PAS D*INTÉ(iRALES SINGl'LlfcRBS. 

.Nous pouvons toujours disposer des coefficients de la transformation liomogra- 
pliique de façon que les courbes y = ^(j:), lieux des points de rebroussement 
des intégrales, qui dans le cas actuel sont au nombre de e/^/zj:*^ soient ^ = o, 
}' --= i^ et <|ue de plus )* = oc soit solution ordinaire pour C = oo. 

lX>uATi().Ns i)K DEr.RK SIX. — Daus CCS couditious, Téquation dilTérenliellc cor- 
respondante est en général de degré six. Les coefficients a/, P/, dans l'intégrale 
«jT'nérahî 

sont liés par les relations 

( 2?,;3,-«r/,-^3;3î:^-o, ?î-+-2;3,(3,-ar/,-«,y.-3Pîi=o, 
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résultant de ridenlilé suivante relative aux lieux des points de rebroussement 

— ( «1 /*-+- a, y -+- «o) ( yi}^ -^ yij* -h y,y -^y^) = i^\y^{y~\ )\ 

ot Ton a, pour Inéquation diflerenlieile correspondante, après suppression du fac- 
leur r'(r — 0'» 

}'{}' 0[3(3,(2j-i)/-+-2(33v(/-i)]* 
-+- 4 [( 2 «,7 -+- a, )/' -{- «',7» -h a', 7 ] 

X [(3yi7'+ 2)/,7 4- yi)7'-f- y\y''^y\y^-^y\y -+- y'o] = o, 

c|ui, en tenant compte des relations (i3), est de degré six et de la forme 

Les polvnomes L, M, N ont les développements suivants : 

L=(8;3i?,-4«,y»-3(3î)7»-+-(8ar/,-+-8«,y,- 16^,(3,- 9(3î)7 4- /l(a,y,--i3p, 

M = (2 «,7 H- a,)(y;7»-t- y'ty^-^y\y + y'o ) ■+- («i7'-+- ai7)(3yj7'-+- ^yiv -^ yO 
+ 3;3,(3;(-57«4.47-0-6l3,7'(?;7*+(3;7-^P'o) 

-2(2?,7^i3,)(i3;7'+i3;7*H-i3;7-^-p;). 

H-(«;7'-+-«ij)(/s7'-+-/î7'-+-/t7-Hyi), 
où les a/, ^/, Yi sont liés par les relations (i3). 

Equations de degré cinq. — L'équation s'abaisse au degré cinq^ s'il existe une 
solution remarquable double, soit 7 = oc pour C = oc, d'où 

(,(x,y 4- i)C*-T 2(13,7»-+- (3,-7* 4- ^,7 4- (3o)C'4- y,7'4- 7,7'-+- yi7 -H yo= o 

avec ridenlité 

Les relations qui en résultent 

2|3,4-3p,= o, (3Î-+- 2(3,(3,- a,y,-3(3î^o, 2^0?»- «r/o- 7i = o. 
2;3o|3,4-2|3.(3,-y,a,~-y,4-?îrzo, (3} 4- 2(3o(3,- a,y. - yt=o, i3î==y,. 

permettent d'exprimer yj, yj, yi, y© en fonction rationnelle des ^o» Pu ?3, «oi »i 
Foc. de r., a» S., I. 3q 
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lirs par los relations 

' 7,T^;3,('.'..3„-3^,) Haî(-î;3,.i3.-a,;3;)-a,?}-2a,p,|3,-t-;3î. 

L'é<|iiatioii (.lilloruiilielle a la forme (t3) avec 
Lr:3;3,(a;3,-3^,).)'-',|3î, 

M .- a,(-/,/'+ y;/' + /, j + /,) + ai\Y(i-M^ + -iyty + y.) + 3^,;3;(4/ - 1) 

- 6?.7=( ?',/ + ?'„) - .', ?. v(|3'.7* + P\y + 13„) - a ?. ( ?,jr» + i3'./' + ^\y+ ?'.)• 

Yo,Y«> ï-i»Ï3 ^<>'vcnl tUrc remplacés par les expressions (i6), Yo>Y'i»Ï«>Yi P^** 
leurs dérivées; les coefficienls de Téqualion difFérentielle sont donc des fonctions 
nilionnelles des quantités ,3oi ^u ^a? ^t, liées par la relation algébrique (i5) (et 
de leurs dérivées), ou bien encore si l'on exprime ai algébriquement à l'aide de 
i^o) I^ii 1^3 > <ies coefiicients sont des fonctions algébriques des fonctions indé^ 
/H'nddules j3o, ^i, ^3 et de leurs dérivées. 





K(^)UATiOiN's DE DEciiK QUATRE. — L'abaisscmcnt au Aa^vé quatre peut provenir, 
soit de rexislence de deux solutions remarquables doubles, soit de Texistenco 
iïunc solution remarquable triple, 

1. Il existe deux solutions doubles, — Soient y=Qc et j^ = T pour C =qc 
et C = (). Aux relations (i4) <îl {^^)i >' fi^^ï^ ajouter les relations 

(17 ) 3-/3!* H- 27/r -h y, — o, yj'P-f- 2y,T -f- 3yo = o, 

(|ui expriment que î' = T est solution double pour C = o. Alors, après suppres- 
sion du nouveau facteur )' — T, il reste une é(|uation (i) où 

M^ (ar/; 4- 3a;y3- o?33; - 4?.?; ~ •^^x?^\)r- 

I rai ~ ' 

N ^ (a,/, + 3;5î- 2;3,?; - ^■i)y^+...^^, 

les x„ fi|, Y< élaiil liés par les rclaliuiis algébriques (i5), (iC), (i"). 
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II. H exista une solution triple. -- Solt^' = x pour C = oc. L'inlcgrale 
s'écrit 

on a, comme préccdemmeni, 

{?>y -h ?,y' -\- (3,7+ i3„) - y,y'- y,j«- y,y-y,^ ?ly'{y - i)' 
et, en posant [io = A, on met l'intégrale générale sous la forme 

(:*-2(87»-i2/î-f-3j4- A)C-M6(A-8)j^-{-3(3-8A)/-f-6Ar-hA*=o 

f|ui donne lieu à une équation diflerenlielle qu'on peut écrire successivement, 
après suppression du fsLCieiw j'^ (y — i)', 

64x9j(j-i)(2/-i)5/^-4[24/*-247-f-3)/4-A'r = o, 

9/»-l- 6(8/«- 8j -4- ,) Ay -^ A'^= o, 

y _ y r 3(— 8/'H-8/ -.1)4-2(2/ -i)v//(j- 1)1 ^ 



■ •••< 



CHAPITRE VL 

FORMATION DES ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ EN y POUR LESQUELLES 
LE GENRE m DE LA RELATION ENTRE LES CONSTANTES INTÉGRALES EST 
ÉGAL A UN. 



I. — Démonstration de propriétés générales de cfs équations. 

1 . Je vais établir deux théorèmes relatifs à la forme de Tintégrale générale et 
au rôle des racines du discriminant, 

Thkoiifme I. — Quand le genre w de la relation entre les constantes inté- 
gra/es est égal à in, l' équation différentielle se met sous la forme 

où H et K sont des polynômes en y de degrés respectifs /) — i et p -\- \ au pluSj 
en désignant par ip -\- -i le déféré de QK, et X une fonction arbitraire de x. 

Eu effet, ou sait (pie, dans les conditions de l'énoncé, l'intégrale générale peut 
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se mellre sous la forme 

Crzz 



-/["^f'<— -'^-)-] 



ou le second membre csl une intégrale de différentielle totale exacte. De 
plus, rinlëgrale de première espèce (où H est de degré/? — i), 



^ J v/QK 



n'a que deux périodes, <|ui sont des constantes absolues (*)• 
Les périodes de J^*, x) étant des constantes, Piniégrale 



«'-"-/.Uy^)"^ 



une fonclion algébrique dcj-, et, par suite, dans la diiïerentielle totale exacle 

ll(r, x) , ,, . , . 
VQH 

la fonclion G(j>', x) est déterminée à une fonclion d'addilion près >»(.i^), et 

comme — - ( - _- I clianjîe de siyrne avec i/OR, on en déduit immédiatement 
^'^- \\/Q\\J ^ o > ^ ' ^ 

que la fonclion G, convenablement choisie, change de signe avec y^QR. 

Posons 

il - - -7- _• 

(^omme K ne peut devenir infini, sans que II le devienne en même temps, 
K est un polynôme cnv; de plus, comme cette dernière remarque s^applique aux 
valeurs infinies de )*, il faut que K soit au plus de degré /? H- i. Il en résulte que 
Técpialion dinférenlielle prendra bien la foi*me annoncée. 

2. TuÉouiiMK II. — Quand le genre rs de la relation entre les constantes 
intégrales est égal à U5, les racinks d^ ordre impair du discrimimakt de 
V équation du second degré en y\ définissent en général des iatégii4I.es skn- 
(;LLikRKs, ou, dans certains cas exceptionnels^ un lieu de points de rebrousse- 
ment où y' est ikfim. 

lin elVel, soit r -^ ^'■(-c) une racine de Q qu'on peut toujours supposer égalr à 



( * ) Painlkvk, Leçons de ^Stockholm, p. 1 iG-i 17. 
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zéro, en changeant^' any-^- g{x)\ supposons que y =^ o n'annule pas K, on 
pourra, dans le voisinage dey = o, développer F et G de la façon suivante. 

G = -j- [a(x)4-...] (a^o), 

y'' 



Ou en déduira 



F^-^[i3(-r)-H...] (?Mo). 



dy-^ [« + ■••]. 

«'P • rai/ ^ 1 

7* 



ce qui est impossible, puisque 

dF _ ^G 
(^vT dy 

Donc j^ = o annule K, et ré(|uation 

(I) II/ + K4-Xv/QÏÏ :^o 

étant vérifiée pour^ = o,^= o est solution singulière. 

3. Remarque, — x\ous avons supposé implicitement que H (y^ x) ne s^ annulait 
pas pour y = g{x). Si H(j^, x) s*annule pour j/' = g{jc), on peut toujours sup- 
poser que g{x)^o et le raisonnement précédent montre que K s^annule pour 
yz=zo)y est donc en facteur dans H, K, QK, et figure dans QR nécessairement 
au premier degré. Si donc on forme l'équation (i), 'on voit aussitôt que les deuv 
valeurs de y' sont infinies pour j^* = o. 



11. — Formation explicite des équations de l*espèce indiquée. 

i. pHOBLiiME. — Cherchons à former les équations du second degré eny\ 
de degré q doiNkf: en y, telles que n bra^chks de ^intégrale se permutent 
autour des points critiques mobiles, et pour lesquelles le gemre w de la rela- 
tion entre les constantes intégrales est égal à un. 

Nous nous donnons un nombre pair 2p -f- 2, degré de S = QR, avec les iné- 
galités 2/> -f- 2 ^ a</ — 4j /^ = 7 — 3, et nous cherchons, parmi les intégrales de 
première espèce, 

n (y,x)dy ^ 

V^S(/,a:) 
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loiiles celles qui se laissent déduire, par une transformation d'ordre /i, d'une 
dillérentielle elliptique y par exemple de 



v'(i-y')('-F'y') 



jjL- (lcsit;nanl une conslanle numéri(|ue. 
l'.lcinl donné le radical 



si nous |)osons 

' '^-'^ MO')' 

M et M élanl des polvnomcs en^^ de de«;ré /i, pour qu^ine lelle égalilé déliiiissc 
une correspondance avec un radical de degré 2/> -i- ti, il faut et il suffit c|iie 

l'expression 

(i>P--N«)(M»-fii*\*) 

ronferuie en fachMir un carré parfait en )', de degré /\n — 'ip — •>., d'où 'à n — p — i 
rondilions portant sur les 'j.n -\- i coeflîcients inconnus de îp(^'). Donc, une 
fois jjL- donné, il reste p 4- vi coeflîcients indéterminés^ îi l'aide des<|uels les 
coc^fficienls de S(^', x) s'expriment algébriquement , 

D'autre part, la diflerenlielle abélienne de première espèce 

Wdy 



/S-"' 



correspondant à la différentielle elliptique 

dy 



TT 1 



v('-y';(»~f^'r) 

et (jui est connue, une fois (pi'on s'est donné ^{y)^ dépend algébriquement de 
p -f- 'X fonctions arbitraires de x et de la constante arbitraire |jl. 
Il en résulte (pie la diflerentiellc totale exacte 



WdY / K A , 

- ..- -h ( — _^ -f- A ) dx, 



où K est une fonction arbitraire de .r, dépend algébriquement de /? -H 3 fonc- 
tions arbitraires. 

ri. Le degré de Téfpiation dilférentielle, mise sous forme entière 
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ëlanl ip -H 2, pour qu'il se réduise à q, il faut el il suffil que les deux polynômes 

H Cl K« — X«S 

aient un facteur commun de degré 2/> 4- 2 — q\ el comme H esl de degré p — 1 , 
il en résulte que, pour une correspondance avec un radical de genre p^ le degré q 
est au plus égal à 2/? -f- 2 el au moins égal k p -{- \, 

Supposons d'abord que H el K n'aient aucun facteur commun, alors tout fac- 
teur commun à H et K^ — X^s est une solution remarquable de l'équation diffé- 
rentielle, c'est-à-dire qu'il annule les coefficients de dy et dx dans la différen- 
tielle totale 

De plus, si y = g{x) esl un zéro d'ordre a commun à H et K^ — ^^' S, ^ = ^( j?) 
esl un zéro d'ordre a -+- i de l'égalité 

Co étant une constante convenable. 

Donc, dans ce cas, pour qu'il y ait abaissement du degré de l'équation (1), il 
faut qu'il y ait des solutions remarquables, elle degré q de l'équation (1) est lié 
au degré 2/? H- 2 du radical Set au nombre p des solutions remarquables de multi- 
plicité a,, par la relation 



s — 



^p 



7 = 2/>-+-2— ^(a, — 1) 



s = 



Toutes ces propositions s'établissent par le même procédé que celui que nous 
avons employé au Chapitre ill. Il suffil de répéter presque identiquement les 
mêmes raisonnements. 

Mais dans le cas où H el S ont s solutions communes, ces s solutions ne sont 
pas, en général, intégrales remarquables de l'équation, el, pourtant, d'après une 
remarque faite plus haut, leur présence abaisse de s unités le degré de l'équa- 
lion. 

Il est clair qu'on aura la solution la plus générale en supposant que rabais- 
sement provient uniquement de l'existence de solutions remarquables d'ordre 
deux. Car on aura ainsi autant de conditions qu'il y a de degrés dans l'abaisse- 
ment, chacune de ces conditions introduisant une constante arbitraire. 

De plus, dans ce cas, comme il n'y a pas de lieu de points de rebroussement^ 
Q ^ I et, par suite, S ^ R; on aura de cette façon 2p -\- 2 — q relations de la 
forme 

(S) Cp— J(/p, x), 
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l'p élanl une racine de U(y^ x) = o (q^p -\- i). On trouve ainsi 2/? H- a — q 
constantes arbitraires, 

(î. En définitive, n ci q étant donnés, pour avoir les équations (i) les plus gé^ 
nérales correspondant au cas de m = i , on prendra successivement tous les sys- 
tèmes ^'entiers positifs /, p satisfaisant à la relation 

(.i) 27 — 4 = 21 -4- 2/> -h '2 ou 7=1 -h ^+3. 

Soit I, p un de ces systèmes, les équations (i) correspondantes dépendront de 

/> H- 3 — (ip H- 2 — 7) = 7 H- 2 — /> — I —.i-\-\ 

fonctions arbitraires et de 'ip ■\- 1 — q constantes arbitraires. 

Il y aura autant de tjpes d'équations (1) qu'il y a de modes de décomposition du 
nombre q — 3 en une somme de deux entiers positifs / et/>. 

111. — Uésoli:tiox rapide des objections qu'on pei:t faire a la théorik 

précédente. 



i. 



>i(»us avons dit que Tinléf^rale / — v et la transformation de passairc 

y =z v(y) = xij~.\ <lépendaient algébriquement de /) -h 2 fonctions arbitraires, 
et nous avons aduîis implicitement que, dans le cas le plus général, H a ses ra- 
cines simples, que II et R n'ont pas de facteur commun et enfin que les condi- 
tions (S) étaient compatibles et déterminées. 
Examinons successivement ces différents points. 

8. Objections I et II. — Le polynôme H a toutes ses racines simples ei les 
deux polynômes II et \\ n'okt pas de facteurs communs. 

Voici une démonstration rapide de ce fait qui rentre dans l'étude de la réduc- 
tion des intégrales hyperelliptiques. 

Si nous laissons arbitraire le degré n de la transformation, il faut et il suffit 
que les premiers membres des relations (t), 

/•'•"'Ile/r 

Y, .r) 



(^) ' ^r.... V^ 






= WjW, -t- /IjW,, 



/ 



Vt«(X; 
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où mi, /!,, /;i2, 7^2? '"•) n^'ip^ f^ip sonl des nombres rationnels quelconques, 
soient des fonctions indépendantes de ip -\- '>. coefficients distincts. 

Pour X = OTo) choisissons arbitrairement les valeurs de ces coefficients et, par 
suite, des seconds membres, et soient ai, a2, . . ., a2p les valeurs des seconds 
membres. Nous pouvons toujours disposer des nombres ralionnels nij^ ni^ de 
laçon que les quantités m% to, -f- /î| coj, ni^i^i -h /'aW^^ • • • ^ nt2piOi -+- n.p^^i dif- 
fèrcnl aussi peu que l'on veut de a,, a2, . . . , «2^. 

Donc, pour ^ = j^o et pour ces valeurs des my, /ia, les conditions (o*) sont vé- 
rifiées par un choix des coefficients de H et R aussi voisins que Ton veut des 
valeurs i/î//m/6*5 choisies arbitrairement; et, par conséquent, pour jr = j"o, II 
et R satisfaisant aux conditions (a-) ont des racines simples et n'ont pas de 
racines communes, a fortiori pour x quelconque (sauf pour des valeurs excep- 
tionnelles At x), 

9. Objection III. — Les relations (S) sont compatibles et DÉTEiiMiNf.Ks. 

Pour écrire qu'il existe 2/? + 2 — q solutions remarquables d'ordre deux, 
il suffit d'exprimer que pour les ip-\-i — q fonctions distinctes y\{jc), 
r2{^)f •••,>'2/»+2-^(^), on a 

Cl =J(/,,^) =J,(^), 

.^;. ; Cl =J(/2»J^) =Jt{x), 

■, _"' J 

Les J/(x) sont des fonctions transcendantes de /? -h 3 fonctions arbitraires 
de X, 

Si les relations (S) ne sont pas compatibles et déterminées, c'est qu'un des 
seconds membres de (S), par exemple le dernier, est identiquement fonction 
des autres, autrement dit que les 2/? H- 2 — q — i premières racines de H ne 
peuvent donner à 3(y^ x) de valeur constante, sans qu'il en soit de même de la 
racine suivante, et, par suite, de toutes les autres par raison de symétrie. Alors 
le degré irréductible de l'équation est nécessairement égal à /? 4- 3. 

D^autre part, l'équation différentielle primitive de degré 2p -\- 2. s'écrivant 

(H/-hK)»-X'R=:o, 
et son intégrale générale étant de la forme 



M{Z)^s„[/>.(x)^..^c], 



on voit que si l'on écrit qu'une racine de R = o est une intégrale ordinaire, 
Fac. de T., 2* S., I. /|0 
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A = o. (M, |)îir siiilc, ]\'(]tiali(>n se réduil a 

Cj'csl une éf/dittion d<* Riccali, qui dépendrait ici d'au moins <jr//a//r fonctions 
arbitraires. Il va donc contradiction et, par suite, les conditions imposées sont 
compati h/rs el drlrrminres. 

10. Objictio.v IV. — Le nK(;r.i': c/e Ctuf nation différentielle correspondant 
à U intê*^r(ile précédente est bien, en général, i':oal à q^ et non moindre que q. 

Vax elFct, s'il s'abaissait, c/csl rpi'il exislerait {Vautres solutittns remaïquables, 
car, pour .r = jTq, les constantes C élant quelconques, ii et R n'ont pas de solu- 
tion commune en r; il n'existe donc pas de (onction i' = ^''(x) annulant idenli- 
(piement II el 11. 

Il suit de là «pie, si les ^p -\- •>. — (j conditions (S) eutraîneul comme consé- 
(|uence (pi^ine nouvelle racine de 11 est solution remarcpiable, il en est de même 
de toutes les autres racines de 11, el le raisonnement s'acliève comme dans le 
cas de 7ÏT ^= n. ((Ibapiire llï, § 8.) 

Objection V. — L équation en y' est bien iiiiiïtorcTiuLK, du si:co>'n de*^ré et 

de f^enre n". i . Aulrement la diflérerilielle abélienne — i=r s'exprimerait ration- 
^ V |{ ^ 

nellement à laide d'une constanle d'intégration, ce rpii est absurde. 

Objkctiojv \ I. — fJ itttégrale a bien Ex\cTEMK^T // mwscMY.^ permutables 
autour des points critiques mobiles, et non un nombre moindre. 

V\v\ ePTel, supposons (pie le nombre de branches, au lieu d'élre //, s'abaisse 
i\ n' {n' <i n)^ en supposant //'>>i. 

Le raisonnement fait dans le cas de tït r= o montre alors que les coiistaiiles 
remar(juables ne seraient pas dislinctes, ce (pii est contre l'hvpotbèse. 

D'autre pari, si n' z^ \ . Técpialion est nécessairenuMit de de^ié q = \ el toiiics 
les racines du discriminant sont des intéjrrales si/f^^u lie/es. 

Si donc on <-xceple ci; cas de q —z /^^ /rrr /^, on est certain (pie n est bien le 
nombre des brandies do )'(.r) periiiulablcs autour des points critiques mobiles. 

Si, au contraire, q z= /j, /,• zrz 4, rinlé|^rale obtenue plus haut se réduira à une 
inlégraîe à points critiques Ji.res, quel <pie soit l'entier n. 

il. Nous arrivons doue aux conclusions suivantes : 

(-40>ci-usio\. — Si, dans l'intégrale que nous avons appris à former, on donne 
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aux conslanles des valeurs arbitraires clistinctcs, et si Ton remplace les fondions 
par des fonctions arbitraires quelconques, rinl<'**;rale ainsi déHnic vérifie une 
cquation différentielle du second degré en y\ de genre p^'i^ prend exac- 
tement n valeurs autour des points critiques mobiles et correspond au cas 
de TîT = I . 

L équation différentielle correspondante est de degré y > 4» dépend 
de i -^r i fonctions arbitraires et de 9.p -h 'j> — q constantes arbitraires, en 
comptant la constante jjl; car on peul loujours supposer qu'une des conslanles 
roniarquables est o, en observant (pion peut loujours cfTeclûer sur i] une trans- 
formation a Igébriq tte dépentianl (Viiuc arbitraire et d'une seule, et qui conserve 

la courbe 

(:«=(i~r')(i- |ji»c5). 

Keinarcpions eiilin que si p=zi, comme m est é«^al aussi à un^ Ti-cpiation a 
nécessairement ses points critiques fixes el, par suite, q == 4, A* == 4- 

Inversemenl, si r/r= 4> P est nécessairement é^al à un (à moins qu'il ne soit 
nul, au(picl cas u serait nul éiçalement) l'équation a encore ses points critiques 
fixes, el R est égal à 4- 

ISous vo\ons donc (pie, si Ton prend <y = 4* '<^ ^"^^ *'<^ nr :::= i ne peut se pré- 
senter que si // = I . Si, au contraire, q >> 4* on formera une infinité d'équations 
correspondant à m = \ y n étant quelconque el plus grand que un, et ces équa- 
tions dépendront, comme nous l'avons dit, de /" -h 4 fonctions arbitraires et 
2/> -\- '?. — q constantes arbitraires. 

Si loiilefois 9.p +2 — <jr rrr o, OU aura une seule constante arbitraire, la con- 
stante |i.. 

IV. — Comparaison avec la formk aC*— 2(3(1-+- y = o de L*iMÉr.RALK 

(iÉNÊRALK. 

12. Revenons maintenant à la forme 

(4) aC^— T,3(: -+-•/=: o 

de rinlégrale générale, où a, ^, v sont de degré // en i*. 

Dans le cas de nr r^r i , /? esl toujours pair, soit n = '>v. Cliercbons (b)nc, q étant 
donné, ainsi que // pair et égal à î>.v, parmi les équations (4^ la généralité de 
celles qui correspowlent ^/ rn r= i . 

Tout d'abord ces dernières équations ne peuvent se rencontrer rpie <lans la 
classe (pii correspond ày = o et, par suite, à A pair, soit A = ip -f- 2. Nous savons 
que les équations (4) de celle classe dépendent de /-h 4 fonctions arbitraires 
cl 2/1 — q -\- k ^= 7,n -\- q — 4 — 2' constantes arbitraires, qu'il faut diminuer 



;h2 
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(le .'i si ce dernier noinI)re est supérieur à 3, et remplacer par o clans le cas 
conlrairo. 

Nous venons de voir, d'aiilre part, que q étant donné, ainsi que ^, le cas dt* 
TTï = I nous a conduit à une forme d'équation différentielle, dépendant de i -4- î 
fonctions arbit mires et •>./> -h «5 — 7 constantes arbitraires. 

Nous avons donc, dans le premier cas, 2/1 — 7 -+- A* — 3 — (a/? -|- 2 — q -\- i) 
conslantes de plus (|ue dans le cas de ro = i , c'esl-à-dire, comme A==a/>-f-a. 
•>. // — 4 constantes de plus. 

On voit donc que, pour la solution générale, on a tïj = o, comme nous \v 
savions, et, pour que 77 soit égal à ifn, il faut que les constantes arbitraires, qui 
ligurent dans chaque solution correspondant ày=o, soient liées par 2/* — 4 
conditions. •>. /i — /f >> o, à moins que /?, qui est pair, ne soit égal à 2. 

Si n = !>., on trouve le même nombre de constantes qu'en supposant nr = 1 . 
("est le cas (|ui correspond aux équations à points critiques fixes; on a, en 
cfl'el, 7 = 4 î^vec quatre solutions singuiières. 



l!2. lùudions de plus près la nature des .^n — 4 relations dont nous venons de 
parler, eu formant directement ré(|uation (4) correspondant à une relation de 



genre un. 



L'intégrale générale, en remplaçant snC par C et sn / X(j7)c^jr par — \, 
prend la forme 






ou 



(N='-fz^\P.V)(?--'Jv/(r--X')(i-fx»X-)MN(:-i-N'-M«X* = o; 



on a donc 



a^^*-fJl^\px^ 



3 = MNv"lI--V)(I-fil^X*), 

yl:^^*-M*X^ 



Formons l'équation différentielle correspondante 



ûy 



<)x' 



)■/ 



ôx 



(se ;-— y {-»+«•»-— y 1- 






= 0. 
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On a (en posant X' 






L( EL ^ — 

2 V Ox ' dx 



= MN (n ^ - M ^) (. - fx»X')- XX'(N»- H'M') 



dv dx ) 



()x ^ dx 



= V(.-X')(.-fx«X«)(N^"Mgj(\P + f*'N*X^) 

s/(rrx')(,-fx'X') 



+ V('- X')('- f*'X.*)MN2jx'M'XX' 

v/(.-X*)(.-p'X"^) (n^ - Mg) (M' + fx'N«X^) 
4-)-MNX[(N'-fx'M'X')(2fi»X«— i-|ji') + (i-X')(i -fi>X»)'>.,w-M'], 






Ox ' ÔX 



~-o.M\v/(i-\>)(i-LL»\«)\«\\^-^MN(M---N»X^) ^' ^'^ ^^^^^ ^^ '^ - 1 

v\i-\^)(,f-/JL^\^) 

:= v^.-X*)(.-fz«.V) (n ^ _ M^) (M^4- N«\') 

i)e même 

lf«î>Z_yîîf^WMN(.-p>X')(NÎ^-MîJ^ 
>\ ày 'dyj "^ V «'j ày 

«4Ê_;3$^^V^(,-- X')(.-.u'X') fN^-Mff')(M' + fx'iVX') 



«^7 ' ày \ ày dy ]^ 



)('-F'X'). 



:^i'i 
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On obllent niiisi l'ôqiialion difTércnlicllc 

() = X'[M'(i -pi'\=) + N-(X'- i)J[jjL'(i - X»)M»+ (fji'X'- i)N'] 

! Yn*^- -m— V'+n — -m— T 



X 



Le facteur indépendant de r' peut s'écrire 

11 résulte de ce calcul que -h i , — i, H > sont des v>aleurs remar- 

quables de la constante, rendant carré parfait le premier membre de Téqua 
tion (4), et donnant lieu, par conséquent, à un abaissement total de degré .\n 
L'équation différentielle correspondante, de degré ^n au plus. 






)y 



^,_X^)0-/JL*X^) 



[(N^-M»)(\*-p-X*] = o, 



n'est autre que l'équation formée au début de ce Chapitre et pour laquelle 



\djr I 



r- _ 



(i-X^)(i-p*X*) 



13. (iCS conditions, qui sont nécessaires pour que ts soit égal à un, sont sujfi^ 
santés en général, c'est-à-dire, pourvu qu'aucune des intégrales remarquables 

correspondant aux valeurs — i. H- i , H > de la constante n^annule en 

même temps le discriminant [ï- — ay. 
En effet, considérons l'expression 



p = ^(,_C«)(,-fx'C'), 

et, supposons qu'on v remplace il en fonction de ^', c'est-à-dire, si l'on veul, C 
en fonction rationnelle de y' ^ y {x figurant comme paramètre). 

Je dis que le radical ainsi formé est une fonction rationnelle dej'', j*. 

S'il en était autrement, c'est que p, considéré comme fonction de y^ admettrait 
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un point criti(|iic y = ^i^)'» *^' ^"^j pour y = g, (] fui r^ul à liz i ou i^ - i soit, 
par exemple, (^ ^=: i . 

Posons C — I = (y ; récjuation entri! (V cl y clanl carré parfait pour il' =^ o, on 
peut récrire sous la forme 

[3|(^', x) ne s^annule pas pour j' = ^'^(j:), sans quoi la solution reniar(|ual)le 
^v^r^'^j:) annulerait en même temps le discriminant 3* — ay de récpiation 

ad*— 'A^i] -H y m o. 

Dans le voisinage de ^ = ^, la racine C, qui s'annule avec j — :,', csl de la 
forme 

et, par suite, 

r. { \r ir 



p = (y-iO*H4-..., 



B étant liolonioi'phe dans le voisinage de y = g. 

p est donc rationnel en {y^ y')\ le genre de la relation entre les constantes in- 
tégrales est donc au moins égal à un y et, comme il ne peut dé|>asser un, il est 

EXACTEMENT \.i\K\. à l>. 



V. — Formation ExrLiciiE des équations a oelx branches (ct — i). 

1 1. Partons de la diflerenlielle elliptique 

du 
V(i — //*)(! -;a*//*) 

On peut toujours, moyennant une transformation homograpliique eflecluée 
sur j^, admettre (|ue la transformation d^ ordre deux est de la forme 

u= -^. 

Nous avons deux cas à distinguer, suivant cpie IVipialion din'érentielle possède 
huit ou six intégrales singulières. 

l. Il y a m it intkgrales singulières. — Les é(|uations correspondaules 
sont de degrés 8, ^ ou G. 

i" t!(juations de degré huit. — Les fonctions A, B et a étant arbitraires. 
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ré(|iialion dinercnllelle de degré 8 a pour intégrale générale 

(I) '' y^^ -rrsnr ll{.T)dx-hC\ 

011 (Mïcore, si Ton fait le changement sinnullané de fonction et de constantes 

snC = r/, sn I >.(.r)^/.r = — X, 



( "^ ) 
d'où 



V)--hn _ Xy-d - (^ ) (i -" / xM7^) + C V(i - X')(i - fx'X-) 

V-4-I ~" i-fji«"XMy* 






ou 



(3/ 4(A--H)^)V*+4(A-B)/(.r'+0(A>»+B')/-t-... = o. 

On obtiendra l'équation la plus générale de degré 8, en remplaçant y par 

-rr-, ^> OÙ ^, /f|, Â| sont des fonctions arbitraires de j:, et /e5 coefficients de 

cette équation seront ainsi exprimés batiomnellement à V aide de six fonctions 
arbitraires de x^ et de leurs dérivées. 

li" Equations de degré sept, — Ecrivons que j^ = ao (qui est une des racines 
du coefficient de j^'^ dans l'équation précédente) est solution remarquable, pour 

(1 rrr <), d'où 



(l) 



n^snT A(x)lznX. 



Dans Téqualion (3) le terme indépendant de j^ s'abaisse au septième degré, 
et Téquation difrérenlielle devient 

[ 4 ( A - H )yy' 4- (/' + i ) ( A'/' + H' )]' 

= -/ . ^ ■_ [(/''+r)'-*fifv'-HB)'][(r*+ir-— fx'(Ay*+B)«], 

el se réduit au degré sept. 

3" Équations de degré six. — Ecrivons, en outre, que y = o est solution 
remarquable pour la valeur C) de C (où C, de C'= snC), d'où 



(5) A = ™[/x(.) rfx+ 0,] = gvj'-- ';.!' ' -g^g^^S ^< I - B- )( . - K' B' . ) 



i 
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L^équation devient alors 

(6) 4(A-B)Vy«-H4(A~B)(/«-M)(A'.r*4-B')/-*-7(ar^+(37'4-...) = o, 

a, pj ... étant des coefficients dont je n'écris pas les expressions développées et 
qui contiennent rationnellement A, B et leurs dérivées A', B'; A doit être rem- 
placéy en fonction de B, au moyen de la relation (5). Lorsque, dans (6), on remplace^ 

par -^^ 7-^> A, A|, k étant des fonctions quelconques de x^ on obtient l'équa- 

l ~T" AT 

tion la plus générale de degré six avec huit intégrales singulières. Elle con- 
tient rationnellement les trois fonctions arbitraires A, A|, A* et algébrique- 
nient la fonction arbitraire B et la constante arbitraire C| . 

il. Il y a six intégrales singulières. — Les équations diiïérentielles cor-, 
respondantes sont de degrés 6 et 5. 

I® Équations de degré six, — Dans ces conditions, Texpression 

[(j^'-M)'-(Ay«+B)P[(7«-hi)«-Ht«(A7'-^B)'] 

contient, en facteur, le carré d'une fonction linéaire, d'où 

(i-A»)(i-/ji«A»)(i — B»)(i-B-fjL*) = o. 

Soit, par exemple, B = -4- i . 
L'équation différentielle devient 

[a(A-i)/4-(^«4-i)A'P-X«(i-A)[yMi-^A)-^2(i-A)][(y*4-i)»-fx'(A.r'^ 

et Téquation la plus générale de cette espèce contient rationnellement les deux 
fonctions arbitraires A, X, les trois fonctions arbitraires A, A|, k de la transfor- 
mation homographique, et les dérivées A', A', A^ , k'. 



tN 



2** Equations de degré cinq. — Ecrivons que^=oo est solution remarquable 
pour C = o, d'où 

A = snl j 'k(x)dxu 

X(x)= —_£=_, 
v/(i-A«)(i-fx«A«) 

4(A-i)/*4-4(A'~i)7(y«4-i)/4-... = o. 

L'équation la plus générale, où l'on a remplacé y par sa transformée homo- 
graphique, contient rationnellement les trois fonctions A, A|, A*, leurs dérivées 
premières et contient algébriquement A et A'. 



*—* 



Fae. de T., a* S., I. 4 < 
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CHAPITRE VIL 

ÉQUATIONS A COEFFICIENTS ALGÉBRIQUES. - ÉQUATION ADMETTANT 

UN FACTEUR INTÉGRANT ALGÉBRIQUE. 



1. — Equations a coefficients algébriques. 

1 . Dans le cas où la relation entre les constantes intégrales est de genre 
zéro, Féqualion 

se ramène à une équation de Biccati 

(4) ^=:H«'4-K//-*-P, 

au moyen de la transformation 

( ■> ) ai «' — 2 p, /i -h y, = o, 

^M ?M Yi étant des polynômes de degré n en y^ dont les coefficients, ainsi que L, 
M, N, sont des fonctions algébriques des coefficients de (3) et, par suite, des 
fonctions algébriques, si les coefficients de (3) sont algébriques. 

Soit donc à déterminer explicitement toutes les équations (i) de degré q 
DOKwÉ en y, et à coefficients algébriques «e/on^ V intégrale générale ne prend 

qu'un nombre donné n de valeurs f /i > ^ J autour des points critiques mobiles, 

2. Nous devons distinguer quatre cas, suivant que le nombre de valeurs re- 
marquables de la constante est au moins égal à 3, égal à 2, i ou o. 

i" Il y a au moins trois constantes. — L'équation de Riccati (4), ayant trois 

intégrales particulières algébriques, a son intégrale générale algébrique et, par 

suite, dans 

a (]* — 2 ^ C -h y =: o, 

les coefficients sont eux-mêmes algébriques. Il suffira donc, dans le problème 
général résolu au Chapitre III, d'astreindre les f 4- 4 fonctions arbitraires à être 
algébriques; l'intégrale générale de l'équation (3) est alors elle-même algébrique. 

2® Il y a deux constantes remarquables, — On peut toujours admettre que 



j 

i 
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ces valeurs remarquables sont o et oo, et que Téquation (4) se réduit à 

du 

On a la relation 

^ z= A- -h /| -f- /„ 

A' désignant le nombre des intégrales singulières, /|, /^ le nombre d^intégrales 
distinctes y ^ g{x) pour G:=oetC = ». 
L'intégrale générale a pour expression 



avec 



par suite 

(6) Pî-«,y,~p«-«y = n'Q»R, 

avec 

7\=^(y — g\y'{y'-gty'"'iy — gty' 

Les nombres 
sont deux systèmes d'entiers quelconques positifs vérifiant la condition 

de plus, M, /i, ^1, ^2, . .., gci ge+t^ •••, 5"^-* et les coefficients de p sont des 
fonctions algébriques. Les coefficients de D, Q, R sont donc eux-mêmes des 
fonctions algébriques, d'après (6). 

On pourra exprimer, par exemple, que le polynôme de degré 2n 

p»— n-Q»R 

admet q — k racines g, de multiplicités ^i, ^2, . . ., ^r, ej^.|, . . ., c'/^, d'où 

conditions algébriques qui réduisent à 

(^_A:-hi)H.=^— — 

le nombre des coeflicients arbitraires. Les fonctions g s'expriment algébrique- 
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ment, à Taide de ces coefficients arbitraires; et, si Ton désigne par M une fonction 
algébrique quelconque, on pourra poser 

et l'équation correspondante dépendra de 

/-h4 = (7 — ^4-2) + • ^~" 

fonctions algébriques arbitraires. 

Si j > A-, on pourra prendre comme fonctions algébriques arbitraires les 

(j — k -^ 'A fonctions gy M, h et des coefficients de Q, R par exemple, et 

les coefficients restants s'exprimeront algébriquement à Taide de ceux-là et de 
leurs dérivées. 

3" Il y a une seule valeur remarquable, — Soit C = oo. L'équation de 
Biccali ramène alors à une équation linéaire; soit 

-y- =r k// -4- P. 

ax 

De plus 

7 = / -h /i H- A-, 

/ désignant le nombre de racines distinctes en^ de a = o. On a 



Ici 



,/ = C/ -h <p, (/= eS^<'', 9 =ffj dx^ . 



et par suite 

On exprimera que le polynôme de degré 211 

Pî — IPQ'K 

admet que q — k — n = l racines distinctes ^1, g^^ . . . , ^/ de multiplicités 

Cl, Ci, ...» Cl (ei4-<'f4-. ..-!-<'/= w); 
on posera 

»i= (y — gxY^ ' "(y — ériY' 
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et les équations cherchées s*obtiendront en remplaçant dans 

a, «i-— 2^u 4-71 = 0, 
ti par 

K et P étant algébriques. 
On prendra comme fonctions algébriques g^j g2, . . . , ^/, K, P el /i H ^^ 

autres fonctions parmi les coefficients de Q, R, et les autres coefficients s'expri- 
meront algébriquement à Taide des précédents et de leurs dérivées. 

4° // n'y a pas de valeur remarquable. — La formule fondamentale se ré- 
duit à 

Soit 

n=SL±9 (/5^_o^,) 

l'intégrale générale de Péquation de Riccati (4); on a 

Les coefficients de II, Q, R sont des fondions algébriques. On décomposera 

le polynôme 

Pî-n^Q'R, 

dont les m 4- y + A -i- /i -+- 2 coefficients sont algébriques, en un produit de 
deux facteurs a,, yi de degrés /?, dont les coefficients sont des fondions algé- 
briques des m-f-y -h A: + /i-4-a fonctions algébriques précédentes, et Ton rem- 
placera dans Téquation 

a, II' — ap, Il -h y, = o 

ainsi obtenue, u par l'intégrale générale de (4), où H, K, P sont algébriques. 

3. Dans les trois derniers cas que nous venons d'examiner, le nombre des 
valeurs remarquables étant inférieur à 3, l'intégrale générale est transcenda.nte, 
quand on prend au hasard les fonctions algébriques, coefficients de Véquation 
de Riccati (4). 

Ainsi, dans le cas où il y a deux valeurs remarquables, pour que l'intégrale 

soit transcendante, il faut que la fonction u{x)^ définie par — = ^('^)j ne soit 
pas algébrique, ce qui a lieu si K(x) est pris au hasard. 

4. Proposons-nous maintenant le problème suivant : 
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Former toutes les équations (i) de degré q donné, non intégrables algébei- 
Qi'EMENT, dont ^intégrale générale est une fonction qui ne prend quun 
nombre fini {^on donné) de valeurs autour des points critiques mobiles. 

Ici le nombre des valeurs remarquables de la constante est nécessairement 

inférieur à trois. 

Ijà relation 

q zizin -^ k — >. 

montre que n satisfait aux conditions 

4 - - 2 

r* Il ny a pas de constante remarquable, — Dans ce cas il n'y a pas de 
solutions remarquables; par suite X = o, et /i est limité par les conditions 

on est donc ramené au problème suivant, déjà résolu : 

Former toutes les équations de degré q {q^^)^ possédant q — 2/î| inté- 
grales SINGULIÈRES ct dont Vintégralc prend n^ valeurs autour des points 
critiques mobiles, n^ étant l'un quelconque des entiers vérifiant la condi' 
tion (7). 

Par exemple, dans le cas de 9 = 6, on voit immédiatement que /i| ne peut 

prendre que les valeurs 2 et 3, et Ton est ramené, par suite, aux deux problèmes 

suivants : 

/i -— 2, A- = 2, j=o, 

n = 3, k = o, y = 2, 

que nous traitons, d^ailleurs, tout au long dans nos applications (Chap. IV et V). 

'i"* Il y a une seule valeur remarquable, — Soit C = oc. Considérons un 
système quelconque d^entiers positifs /|, /i|, k^ satisfaisant à l'égalité 

<7 = /i 4- /i|H- k\. 

Le problème revient à former les équations de degré q possédant q — l^ — /?i 
solutions SINGULIÈRES, ct dont Vintégrale a n% branches. 

Posons 

« = (/ — ^i )"• • • • (r — .'^/. y 

avec 

flTi -h a, H- . . . 4- a/j = /i 1 . 

On obtiendra toutes les équations correspondant à ce choix particulier d'en- 
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tiers, en donnant aux entiers a^ , a2, . . . , a/, toutes les valeurs positives possibles 

vérifiant l'égalité précédente; on obtiendra ensuite toutes les équations possibles 

correspondant à ce cas, en épuisant les systèmes d^entiers /|, /?i, A*! en nombre 

/Ini vérifiant Tégalité 

7 == /i-h /i|-f- A:,. 

Dans rhypothèse où la constante remarquable C = oo correspond à une seule 
solution remarquable d'ordre deux, l'égalité précédente se réduit à 

<7 :z: 2/1, 4- A", — "i si /^, > 2 

et 

</ = 4 4- A'i — I si /i,r=z2 (Ar, 14)« 

Par exemple, si ^ = 6, on se trouvera dans l'un des trois cas suivants : 

/i = 3, /= I, A" = 2, /= O, m =: 2j 

ilzzzi, A =11, y=i, /H = 2, 

/l=:4 

( /=r2, A-=:o, y = o, m=i. 

3** Il y a deux valeurs remarquables. — On ne peut plus déterminer d'avance 
de limite supérieure de /i, sauf dans le cas que nous allons considérer tout 
d'abord, où, à chaque valeur remarquable de la constante, correspond une seule 
solution remarquable d'ordre deux. Dans ce cas, de la relation 

7 m 2 /i H- A' — 2 
on déduit 

7 z: n ^ y 

4 2 

et l'on est ramené à un nombre /ini de problèmes connus. 

Dans le cas où les solutions remarquables sont en nombre quelconque et de 
multiplicités quelconques, n peut prendre des valeurs aussi grandes qu'on veut. 
Il suffit de se reporter à ce que nous avons dit pour les équations à coefficients 
algébriques, quand il y a deux valeurs remarquables de la constante, pour avoir 
une solution quelconque du problème. 

5. Enfin, il est bien évident que nous venons de résoudre en même temps le 
problème suivant : 

Former toutes les équations de degré q do^né, à coefficients algébriques, 
dont l'intégrale est une /onction transcendante qui ne prend qu'un nombre 
fini (non donné) de valeurs autour des points critiques mobiles. 
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II. — Équations algébriques en y y >*, 

L/«-aMj'4-N=o, 

DONT l'intégrale GÉNÉRALE EST DE LA FORME 

aC«-a(3C-l-y=:o, 

a, P, y ÉTANT DES PRODUITS DE LA FORME 

/'(•^) [y — ^i (^)]^' [y—gti^)h' • • [j — 5'«(^)?-t 

lu Xj, . .., X;i ÉTANT DES CONSTANTES NUMÉRIQUES DONNÉES. 

6. On peut toujours supposer que Ton a divisé le premier membre par x et, 
par suite, que a ^ i ; soit donc l'intégrale générale 

L'expression 
peut s'écrire 

n{y.y.^){dr-ydœ). 

où H est une fonction rationnelle de ^, ^, puisque Téquation difTérentielIe 
dont (i) représente l'intégrale générale est algébrique eny^y. 

De plus, la fonction algébrique H(j/^,^, j?)^ H (^, a?), qui possède les m' pâles 

o<(^)> S^{^)'i ' • '> Sf^'{^)^ ^^^ racine d'une équation du second degrés dont les 
coefficients sont des polynômes de degré ml en y. 
Formons cette équation. Posons 

S est un multiplicateur de dy — y dx. 

De plus, en difTérentianl par rapport à^, on obtient 

d'où les deux équations 

C'-a^C-, 7=10, 



sc.-(?s.,|),:^|=o. 
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Par suite, S est racine de Téquation 

(,s-|y-(,s_.|)[p,s.,(,^^--p|.)]=„. 



OU 



ôyy^.d^fd^ 



2 ôy ^ \ày/ ' dyydv ^ dv) 



=r o, 



y ^y 7(7 — ?) 

qui, résolue en S, peut s'écrire 

Pour que S soil algébrique, il faut et il suffit que ^ soit rationnel en y ^ c'est- 
à-dire que si y =/(x) figure dans y à la puissance X et dans ^ à la puissance |jl, 
la différence ajji — X soit un entier positif ou négatif; en sorte que Ton voit 
immédiatement que l'intégrale sera de la forme 

C,= (7-^,)^'...(7-o-.)^"(A-+-Bs/H), 

Xi, X2, . . . , )i/2 étant des constantes numériques et A, B, H des polynômes en y. 
Si A est de degré/? 4- 1, l'emploi de la transformation homographiquc montre 
que l'on peut toujours supposer 

X, -h Xi -h . . . -h X„ H- /? -h I = o. 

7. Inversement, si Ton se propose de former toutes les équations de degré q 
en y^ du second degré en y\ dont l'intégrale générale est de la forme (2), 
où Àiî ^2, . . . , X/i sont des constantes numériques do^imées, on remarquera que 

ces équations admettent un multiplicateur rationnel en^', yJH de la forme 

h. . .H ■ • 



y-gi y-gn A -4- B v^ 

On peut toujours \éviCier algébriquement si une telle équation admet un mul- 
tiplicateur ALGÉBRIQUE dc ccttc formc, où n et p sont donnés, 

SUl en existe au moins deux, leur quotient est une intégrale première de 
l'équation différentielle et, par suite, Tintégrale générale acquiert un nombre 
riM de valeurs autour des points critiques mobiles. C'est le cas que nous avons 
étudié dans les Chapitres précédents. 

Pour se trouver dans le cas où l'intégrale générale est de la forme (2), mais 
Fac. de T., a* S.; I. 4^ 
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n'est pas réductible a la forme rationnelle, il faut qu'il n'y ait quun seul 
mulliplicalcur, et, par suite, toutes les formes (2) de l'intégrale s'obtiendront en 
remplaçant C par /C^, /et 6 désignant des constantes numériques. 

8. Donnons seulement une idée rapide du problème actuel, qui se traite abso- 
lument de la même façon que les problèmes précédents. Supposons B^i pour 
simplifier les calculs. 

L'équation différentielle correspondante est 



, dX dU dU „ dk 

^i _^ ^ ^n ^ ày dv . ây 



.7-^1 '*' ' y-ën 2(Â»— U) 2v/H(A« — H) 



-HU 



, dk dVi dH „ ôk 

ày 
— =0. 



_^ / hg\ Kg'n \ _^ àx dû^ _^ dx dy^ 

\ y-gi'"' y-gn) 2(A«-H) 2v/H(A'-H) 

Mise sous forme eulière, elle est de degré ^p 4-2/1 + 4. 

Pour qu'elle s'abaisse au degré y, il faut que 4/>4-2/iH-4 — <1 racines de 
Téqualion 

[2A — -^"T — -2H — 
_Ji_ ^ 4. _i!î_ ^ ^y ^y ^ ^y '^ ^y -o 
y-gx y-gn 2(A«-H) J 4H(A«-H)-^' 

soient intégrales de (1), c'est-à-dire vérifient les relations 

Cp=(7p— é'i)^'---(7p — /Ç'/»)^"[A(yp,^)4-v/H(7p,x)] = F(yp,j?), 

(p = i, 2, ..,, 4/>H- 2/ï — /?), 

.I'i('2?),y2('^)7 • • •? étant des racines de (E). 
On a, par suite, la relation 

la somme S étant élendue à toutes les solutions remarquables de multiplicité a/.. 
De plus, en désignant par^, (x),j'2(«3:^), • • • ? J^4/>+2«(.^) les 4 /> -H 2 /i racines 
de (E), on peut écrire Tidenlité 

aA^"^---!' -"— 2U~ 




^A _^H-|« 



gi y- gn 2(A'-H) J 4H(A«~H) 

qui permet d'obtenir /i relations résolues par rapport aux constantes À|, X^, ..., A,,. 
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On trouve, par exemple : 



Si, de plos, on écrit qu'il y a 4/>-H2/i — q solutions remarquables, il en 
résulte 4/> + a/i — ^ relations de la forme 

(3) Cp=: (jp— ^,)^.. . .( Vp— ^«)^-[A(yp, j:) -f- V^H(7p,ar)]. 

En général, ces relations sont compatibles et déterminées, si les constantes Cy 
sont quelconques et si les constantes numériques doiynéks )i|, )^2) • • •> ^/t "^ vé- 
rifient pas certaines conditions ej;c6/>/io/?/ie//e5; et, par suite, elles déûnissent les 
coefficients de Téqualion différentiel le en fonction connue de 

/ï-h3/>-t-5 = ^— /?-i-i — 71 = 14-4 fonctions arbitraires. 



III. — Equations différentielles possédant un facteur intégrant 

ALGÉBRIQUE. 

11. Supposons que l'équation différentielle 

L/*~2Mj'-hN = o 

possède un multiplicateur algébrique à un nombre quelconque de branches, 
et soient M| et M3 deux quelconques d'entre elles. 

M 

Si le quotient ^ n'est pas une constante absolue, Yintégrale générale ac- 
quiert un nombre fini de valeurs autour des points critiques mobiles. C'est 
un cas déjà étudié précédemment. 

Sinon, le quotient y^ est une constante absolue et, par suite, une racine en- 
tière de V unité. Le multiplicateur algébrique est donc de la forme 

où P est rationnel en y\y et n un nombre entier positif. 
Bornons-nous ici au cas de /i= i. 
Posons 



P(y' y ^)_A+B.V^ 






où B et D sont de degré 8 en j', R de degré 2/? 4- 2 et A de degré 8 -H /> -f- 1 . 
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Ecrivons que les périodes de l'intégrale 

A-hBv/R 



f 



dy 



Dv/R 

sont des constantes. 

Comme il ^' a ao -4- i périodes polaires distinctes et 'xp périodes cycliques, 
nous obtenons 2/? + 20 -h i relations transcendantes (T), résolues par rapport à 
des constantes arbitraires. 

D'autre part, si Ton désigne par M(^', x) la fonction de^ et de j:, telle que 



/[H-^f^- -"<-'""] 



soit une intégrale de différentielle totale exacte, l'expression 



fm^-^y'-f'-^"^-'' 



est algébrique^ puisqu'elle n'a plus de périodes. 

M est donc déterminé en fonction algébrique des coefficients p(x), A( x ), 
[jL(jr), . , . de A, B, R, D, ces coefficients étant liés par les relations transcen- 
dantes (T). 

Soit 



On voit immédiatement que les +/? quantités 

^•/i» Pu Ps> • • • » p6 

sont des constantes, et que, de plus, tOi, (O2, ...,(05 désignant de nouvelles con 
stantes, on a 



La quantité M étant de la forme 
À(a;) étant une fonction arbitraire de x, l'intégrale générale s'écrit 
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a, p élant de degrés o -h p H- 3 et o -|- a ; et Inéquation différentielle correspon- 
dante est 

( A -h B v/R ) / -h a -h |3 v^R 4- X D v/Û = o 

ou 

(A/ ^ a)« _ R( B/ 4- (3 -+- XD)« = o. 



Le degré 



^1 1= 3 5-4- ayy -h 6 



de cette équation s'abaissera, si les deux polynômes en y 

A«-B*R et a»-0-^Xl))-R 

ont des fadeurs communs : ces facteurs communs, annulant, en général, les coef- 
ficients de dy et dx dans la différentielle totale (4), sont intégrales remar- 
quables. On aura, en définitive, la formule 

(a") <7 = 25-+-2/>-+- <7 — 2(ap — i), 

en désignant par a^ le degré de multiplicité de la racine y^ de A^ — B^R, dans 
Tégalité 

Celte formule (a) permet inversement de former explicitement les équations 
de degré q donné ajant un multiplicateur rationnel eu y ^ yjK et de degré S eny. 
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DEUXIÈME PARTIE. 



CHAPITRE III. 



I. — Des courbes de tractiow a charge croissaivt proportionnellement 

AU TEMPS. 

Nous ne nous occupons dans ce Chapitre que du métal livré par le commerce 
sous le nom de cuivre de haute conductibilité. Nos résultats ne peuvent être 
comparés qu'aux résultats obtenus avec du cuivre ou des métaux analogues, 
argent, platine. En particulier, la comparaison avec les phénomènes présentés par 
le fer et Tacier, autres combinaisons ou alliages, n^est pas admissible. Le choix 
du cuivre nous a été imposé par les considérations suivantes : c'est un métal à 
peu près pur, bon marché, qu^on n^a pas grand intérêt à falsifier : il passe par 
tous les degrés de mollesse, il ne fond pas à une température difficilement acces- 
sible et commence, dans certaines conditions, à se recuire à basse température 
(aoo'*). 

L'essai de traction d\in fil consiste à Uallonger en tirant dessus jusqu'à la rup- 
ture. Il y a deux manières simples de faire Tessai : Tune consiste à appli(|uer un 
elTort qui croisse dans le temps suivant une loi connue (en particulier, propor- 
tionnellement au temps) et à mesurer à chaque instant rallongement; Tautre 
consiste à obtenir un allongement qui dépende du temps suivant une loi connue 
(en particulier une loi linéaire) et à mesurer à chaque instant Teffort. De ces 
définitions résultent des techniques dilTérentes. 
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La première revient à attacher à la pièce à essayer un seau dans lequel s^écoule 
(le Teau suivant une loi connue; la seconde à attacher rextrémité du fil ou de la 
pièce à un point ayant un mouvement connu. On mesure dans un des cas Talion- 
gcnient, dans l'autre reffbrl. Ces essais sont pratiqués journellement par les in- 
génieurs; mais ils n'appliquent exactement ni Fune ni l'autre de ces définitions 
et obtiennent des phénomènes mal définis. Je renvoie les lecteurs désireux de 
connaître ce genre de travaux à la publication du Ministère des Travaux publics 
( Travaux de la Commission des méthodes dressai des matériaux de consiruc- 
//o/î. Rothschild ; i8()5). 

Nous n'utiliserons que la première méthode; elle est commode et permet un 
enregistrement facile. Peut-être Tinterprétalion des résultats qu'elle fournil 
est-elle plus compliquée, mais sa grande simplicité technique compense cet incon- 
vénient au point de vue auquel nous nous plaçons pour l'instant. Voici sous 
quelle forme nous l'avons appliquée. 



Description de l* appareil employé. 

On cherche à obtenir une charge croissant proportionnellement au temps. 

On suspend au fil un vase métallique léger dans lequel s'écoule de l'eau avec 
une vitesse constante, et Ton détermine, en fonction du temps, rallongement qui 
en résulte. 

L'écoulement se fait hors d'une caisse en fer-blanc de o™*», o4 de surface, dans 
la(|uclle le niveau est constant. L'eau est amenée {/ig* i) par un robinet qui y 

Kij;. I. 




plonge de ([uel([ues oenliniètres; elle déborde au-dessus d'un seuil S horizontal 
(|ui s'étend sur toute une des faces de la caisse; elle coule par capillarité suivant 
une mince nappe le long d'une feuille de métal. La surface de l'eau est parfaite- 
ment plane et à un niveau (pii demeure constant pendant des heures à une frac- 
tion de millimètre [très. 
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Des bouts de lubc IT, sans robinels, sont soudés à ta partie inférieure de la 
caisse. Ils communiquent au moyen de tubes de verre avec les ajutages en verre 
qui débitent de ao<^ à aoo^' d'eau à la minute et sont tarés par la détermination 
du lemps employé ati remplissage d'un ballon de i'". 

On peut se proposer de supprimer et de rétablir instantanément l'écoulement. 
Sans parler de l'inertie que possède un robinet par sa niasse propre, il faut 
encore tenir compte de l'inertie du liquide lui-même, sinon pour l'arrél, du 
moins pour le rétablissement de l'écoulement. On préfère relier l'ajutage au 
tube qui lui amène l'eau sous cliarge constante par un tube de caoutchouc de 
quelques centimètres et déplacer rapidement Textrémi té inférieure de cet ajutage. 
On envoie ainsi le jet, soil dans le vase suspendu eu fil, soit dans un autre vase 
relié aux tuyaux de vidange : opération qui se fait avec des leviers légers à dis- 
lance et ioslanlanément. 

Les seaux employés sont des cylindres dont la paroi latérale est faite d'une 

l-ig. ». 



^^ 



P 



« 



r= 



mince feuille de laiton (clinquant) et le fond d'une lame plus épaisse; un anneau 
en gros fil de cuivre maintient circulaire la section supérieure. On obtient ainsi 
des vases d'une contenance de 5'" à 6'" et pesant environ 35o''. Lorsque le fil 
casse, le seau est reçu dans un seau plus grand rempli de sciure de bois. 

Pour faire tourner le cylindre enregistreur proportionnellement au temps, on 

emploie {^g. a) le flotteur F, Le vase cylindrique V est rempli par un écoulement 

Fae. de T., s* S-, I. f^'S 
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uniforme obtenu comme le précédent : le flotteur monte proportionoellement au 
temps. Une cordelette attachée au flotteur passe sur le cylindre, fait un tour et 
demi et est tendue par le contrepoids G. On obtient ainsi un mouvement qui est 
aussi uniforme que s'il était produit par des rouages mécaniques et dont on peut 
faire varier la vitesse entre des limites écartées. 

Ilesle à déplacer un crayon d\ine longueur égale à l'allongement du fil. Une 
cordelette s'attache par un crochet au seau lui-même, passe sur deux poulies 
dont \dijig, '1 montre la seconde J et est tendue par le contrepoids L auquel on 
donne jusle le poids du seau vide. Cette cordeletle est ainsi solidaire de l'extré- 
mité inférieure du fîl dont elle suit tous les mouvements; elle s'attache en I à la 
pièce MNP qui porte le crayon : c'est une longue latte de bois léger qui tourne 
autour d'un axe fîxé au plafond du laboratoire. Le crayon décrit ainsi une circon- 
férence de plus de 3"* de rayon sans autre frottement que celui qui résulte de 
son contact avec le papier. Le contrepoids L équilibrant à peu prés le poids du 
seau, Tessai commence pour une charge à peu près nulle (en réalité égale au 
poids de quelques tiges de cuivre qui servent d'intermédiaire entre le (il el le 
seau, en tout une cinquantaine de grammes). 

Dans le procédé d'entraînement du cylindre enregistreur, il y a un temps perdu 
à chaque changement de sens du mouvement du cylindre. Quand on veut que la 
courbe parte d'une certaine génératrice, il faut vider un peu Irop le vase V {fig> 2), 
dépasser ainsi cette génératrice, changer alors le sens du mouvement du cylindre 
en fermant le robinet K cl en plaçant convenablement l'ajutage A. On commence 
l'écoulement de charge, quand le crayon passe dans le sens direct sur la généra- 
trice choisie. Le cylindre a 4o*'™ de longueur et l 'i*^™ de diamètre; le papier em- 
ployé est du papier quadrillé ordinaire où la maille a 5'"™ de côté; un allongement 
de 2 divisions = 1*'" pour un (il de 80*^"' de long correspond à un allongement 
relatif de 1,26 » «• 

Procédés d\ittache du fil. 

Le procédé le plus simple consiste à enrouler le fil sur un crochet; mais il faut 
prendre quelques précautions. Le (il ah sur lequel on tire doit aboutir reclili- 
gnement sur le crochet i^fig. 3) et s'y enrouler. Son extrémité cd vient ensuite 
s'enrouler en d sur le (il lui-même; la tension de cette extrémité est d'ailleurs 
faible, puisqu'elle est égale à la tension du (il ab diminuée de tout le frottement 
des spires contre le crochet. 

On ne doit employer ce procédé d'attache que si l'on ne peut pas faire autre- 
ment, comme dans les essais à chaud ; car, si le diamètre D de la lige qui forme le 
(Tochct est un multiple peu élevé du diamètre d du fîl, celui-ci est abimé par 
rcnroulemenl, de manière qu'il casse infailliblement au niveau des points b ou rf, 
pour peu (ju'il soit raidc. Si le diamètre D est grand vis-à-vis de rf, la tension 



k 
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la longueur inilialcs : on a sensiblement 5o/o = ^Z puisque la densilé varie peu, 
Lorsque le fil supporte la tension limite [N], la charge totale est 



Prr.[N].Ç=.[N]^'^ 



La courbe de traction se composerait donc de deux parties : i^ un morceau de 
droite AB (/?^. 4) presque verticale; 2** une hyperbole t^quilatère asymptote à 

Kig. 4. 




Taxe des allongements et à une parallèle ù Taxe des charges. A la rigueur, la 
diminution de section intervient même sur la droite AB, mais elle est négli- 
geable. 

Nous sommes conduits à nous demander s*il serait possible d'obtenir expéri- 
mentalement une portion notable de la branche hyperbolique BCD, même si 
riiypothèse était exacte; et plus généralement à quelle condition une dérormati<m 
est possible sans rupture, à quelle cause générale une courbe de déformation doit 
sa stabilité. 

On admet quelquefois qu\m fil, homogène de matière et de forme» doit rester 
rylindrique et s'allonger indéfiniment, ou tomber tout entier en poussière. On 
s*appuie sur ce que tous les points de ce fil sont identi(|ues et doivent jouir des 
mêmes propriétés^ pourvu ({u'on le considère à une distance suffisante des points 
d'attache. Cependant, un cylindre liquide est ce qu'on peut imaginer de plus ho- 
mogène comme matière et comme forme, et pourtant, quand sa longueur est un 
certain nombre de fois son diamètre, il se résout en un nombre déterminé de 
};outteleltes. 

Tout ce qu'on peut <lire, <*'est que, pour un fil parfaitement IiomogèDC, il ne 
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saurait y avoir rupture en un point unique et délerniiné ; toute déforuiation sérail 
possible, non jusqu'à complet écoulement de la matirrc, mais au moins jusqu'à un 
fractionnement bien déterminé. 

Comme Texpérience monire qu'un fil tendu se rompt en an seul point ei 
n'importe où, pourvu qu'il soit suffisamment long et convenablement attaché, 
force est bien d'attribuer cette rupture à une non homogénéité préexistante. Sans 
nier qu'on puisse concevoir le fil comme tendant vers un étal d'équilibre instable 
analogue à celui d'une veine liquide, force est bien de constater qu'au moment 
de la rupture expérimentale on est loin de cet état. Et le seul fait ([ue les parties 
(\u fil rompu peuvent encore s'allonger notablement sans se rompre, montre qu'il 
ne faut attribuer la rupture pratique qu'à un défaut d'homogénéité. Tout ceci 
peut paraître évident, mais, comme on l'a nié (Dlgukt, passim), il est nécessaire 
de le répéter. 

Admettons donc que le fil n'est homogène ni comme matière ni comme forme. 

Une déformation qui augmente la résistance à la déformation des points de 
moindre résistance (où tend à se produire la plus grande déformation) ne pro- 
voque pas immédiatement la désagrégation du corps. Au contraire, une déforma- 
lion qui diminue la résistance des points de moindre résistance amène la rupture 
dans un délai rapproché, en exagérant la non-homogénéité. Or les changements 
produits par la déformation peuvent porter sur la matière ou sur la forme. Dans 
l'hvpothèse classique d'une tension limite, ils ne peuvent porter que sur la 
forme : toute déformation tend alors à diminuer la section aux points de plus 
faible section; la rupture doit se faire sur la branche AB et la charge ne peut 
croître que jusqu'au moment où le point de moindre diamètre atteint sa tension 
limite [N]. 

Du seul fait qu'un fil peut subir un allongement permanent notable avant de se 
rompre, on peut donc conclure, indépendamment de toutes mesures djnamomé- 
triques, qu'il n'existe pas de tension limite [JN] au sens classique du mot et 
qu'un allongement permanent produit une modification dans la matière du fil. 

Il existe bien, si l'on veut, à chaque instant une tension limite^ en ce sens que 
le fil ne peut supporter de tension supérieure sans se modifier davantage. Du 
fait que celte tension croît avec rallongement, résulte la stabilité de la courbe de 
déformation. C'est sur les points de moindre diamètre que porte d'abord la dé- 
formation; ces points pourront donc résister davantage puisqu'ils se sont modi- 
fiés; la noD-homogénéité diminue en un sens, et les nouvelles déformations, au 
lieu de se continuer en ces points, se feront sur les autres. 

La matière du lil se modifie donc; elle tend vers une nature limite, et alors, 
pour cette nature que pratiquement on ne peut alteindie, il existe, au sens de 
Navier et de Coulomb, une tension limite. Nous verrons qu'elle existe sensible- 
ment pour les fils étirés à la filière à partir d'un certain allongement. 
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De la striction. 

En observant un fil pendant la traclion, on constate qu'il se produit par mo- 
ment, dans certaines zones, un allongement excessif, une sorte d'ëlranglemeni, 
une striction {fig- 5). Ces étranglements disparaissent après s'être formés, pour 
reparaître ailleurs, jusqu'au moment où l'un d'eux persiste, se prolonge ; c'est au 
milieu de lui que se produit la rupture. 

La cause du phénomène est dans la non-homogénéité de la pièce étirée ; car si 
elle était parfaitement homogène et comme matière et comme forme, ou bien elle 
s'allongerait sans striction, ou bien elle se sectionnerait tout de son long d'une 
façon régulière, comme une veine liquide. Des raisonnements formulés ci-dessus 

lig. >. 




résulte qu'avant la production définitive d'un étranglement dangereux, un <»ranil 
nombre d'étranglements ont du naître, se développer, avorter, dis|>araître. C'est 
là précisément, et sous une autre forme, l'énoncé même de la condition de la sta- 
bilité d'une courbe de traction. 

Si le profil de rétranglement est intéressant en soi, il est caractéristique, non 
pas du tout de l'état initial, mais de l'état de la pièce essayée au moment et aux 
points où la striction se produit. Suivant les circonstances qui facilitent Tappa- 
rilion des étranglements, ceux-ci se produisent pour des états différents de la 
matière et ont des profils différents. En particulier, quand la striction est défi- 
nitive, c'est l'état du métal à la rupture (jui règle le profil. On ne peut donc pas 
voir, dafis la détermination de ce profil, une méthode d'essai de la matière 
initiale, comme le veulent les ingénieurs. 

Tresca dit excellemment {Comptes rendus, i884) : « L'amincissement local 
ainsi produit peut être dû à la moindre différence d'homogénéité, et, quand il s'est 
manifesté sur un point, en lequel la section transversale se trouve diminuée, celle 
diminution même y rend l'action de la charge extérieure de plus en plus prépon- 
dérante.... Toujours est-il que cette portion de métal n'est plus alors dans le même 
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rial qu'à Torigine; elle s^esl ëcrouic d^une manière notable et a perdu presque 
complètement sa malléabilité première. » 

Cherchons quelle influence ont les élranglements sur la forme des courbes de 
traction. 

Nous avons dit qu'on peut faire Fessai de traction soit en imposant Tallonge- 

Fig. 6. 




ment {fig* 7), soit en imposant la charge {fig- 6). L'existence des étranglements 
modifie à peu près de la même manière (et d'une façon négligeable, si le fil est 
sensiblement homogène) les deux sortes de courbes de traction jusqu'à ce que la 




Allon9ement prop. laiu temps 



l'o 



striction dangereuse apparaisse. Les extrémités des deux sortes de courbes sont, 
au contraire, tout à fait diflerentes. 
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Si la charge croît |nopoi'lionncllemenl au temps {fig* 6), la courbe se termine 
brusquement, puisque le fil ne peut plus exister pour une cbargc plus grande. Si 
rallongement est proportionnel au temps {^fig* 7), la courbe s^arrondit et la ten- 
sion décroit jusqu^à la rupture. Les courbes des ingénieurs sont du second type : 
ils opèrent avec des éprouveltcs courtes et grosses, la partie BC prend un déve- 
loppement énorme; ils en exagèrent d^ailleurs beaucoup Tintérét scientifique. 

« On exige maintenant, dit Tresca {Comptes rendus, 1884), pour certains 
emplois, que les fers et aciers, ordinairement préparés en barreaux d'épreuves 
de 20^"* de longueur, subissent un allongement de tant ®/o sur la longueur. Mais 
cet allongement ne peut pas vraiment alors être considéré comme proportionnel 
à la longueur, et il conserverait absolument la même valeur absolue si le barreau 
était plus court ou plus long. » L'expérience prouve que, pour des fils tels que 
ceux que nous employons, la partie BC de la courbe {Jig* 7) est négligeable. 

Les courbes qu'on trouvera dans ce Chapitre appartiennent au premier 

Préparation des fils. 

Il est impossible de savoir cxactomcnl ce que livre l'industrie (*). Le fil recuit 
de cuivre, dit de haute conductibilité y n'est pas régulier; son recuit a été fait 
sans précautions; on l'a décapé et reenroulé n'importe comment. On doit, avant 
de s'en servir, lui faire subir un certain nombre de passes à la filière pour l'éga- 
liser et l'écrouir, puis le recuire. Nous traiterons plus tard des précautions à 
prendre pour la première opération ; nous allons voir comment se fait la seconde. 

Si l'on trouve dans le commerce du fil déjà passé à la filière, on ne doit le 
recuire sans l'étirer de nouveau que s'il se rencontre non sur des bobines, mais en 
paquets; car Tenroulement sur des bobines est généralement très nuisible à du fil 
écroui. 

Du recuit des fils. 

(^uand il s'agit de porter un fil à une température à peu près quelconque entre 
des limites données, limites distantes de 100", par exemple, ou plus, il est com- 
mode de se servir d'un courant qui traverse le fil. H ne faut pas s'exagérer la 
valeur du procédé : la masse à chaufTcr est faible, les températures irrégulière- 



(ï) Outre qu'il est difficile de trouver un industriel assez complaisant pour faire étirer 
des fils comme on le lui demande, il faut se défier même de sa bonne volonté. Il ne peut 
faire le travail lui-même, et ses ouvriers, désintéressés de la réussite, font cette besogne 
sans plus de soin qu'une autre. Tant qu'on ne s'attaque pas à des pièces de grandes dimen- 
sions, il vaut mieux faire le travail soi-même. L'installation ne comporte que des outils peu 
nombreux cl peu coûteux; on acquiert vile rhabiletc nécessaire et au moins on sait ce 
qu'on fait. 
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menl distribuées; ainsi il est à peu près impossible de faire rougir dans l'air un 
fil d'argent de i5o f:t de diamèlre et de i° de long par un courant, sans qu'il se 
coupe. Le rouge commençant vers 5oo" et l'argent fondant à 950", il est donc 
impossible de maintenir ce fil dans un intervalle de ioo". Il est vrai que, pour un 
fil aussi fin, les conditions sont défavorables. 

Nous avons nons-niéme emplojé ce mode de recuit pour les fils fins de platine 
[Sur la tension desjîtsjîns {Annaies de Chimie et de Physique, iSy^)]; mais, 
i" nous ne voulions pas compliquer, pour une précision alors illusoire, un siijel 
très complexe; a" nous n'avons lire aucune conclusion r/HantiKilive des phéno- 
mcncs présenti^s par des tils inégalement recuits, du moins en prenant le recuit 
apparent comme paramètre ; nous nous sommes borné à repérer nos expériences 
fin formulant l'ampérage et la durée du courant; 3" l'ineonvénient est moindre 
pour le platine, parce qu'il fond à une température très élevée, que le refroidisse- 
ment, augmente beaucoup avec la tempérnture et limite plus exactement ses va- 
riations ; 4" si le sujet était à reprendre, nous ne procéderions plus ainsi. 

Le recuit par une spirale auxiliaire présente, à peu de chose près, les mêmes 
inconvénients. Quand il faut porter un corps à une température déterminée, sur- 
tout sans la dépasser, l'appareil de cliauire doit avoir une capacité calorifique 
assez grande pour servir de volant. 



Rpcuit diin. 
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Une remarque importante nous impose la forme de l'appareil où se feront les 
recuits. Il ne faut pas enrouler un fit en une spirale de petit diamètre pour 
le recuire: car, i" il est sûr qu'un tel enroulement abîme du fil raide; a° il est 
probable que le recuit ne le laisse pas cylindrique s'il est enroulé; 3° il se peul 
que dérouler un fil une fois recuit modifie sa structure. 

Comme ou ne peul son^^er à obtenir une température à peu près déterminée 
sur «ne longueur de i'° ou plus, on est conduit à faire passer le fil avec uin- 
vitesse connue dans un espace assez petit porté à une température déterminée 
et rempli d'un gaz connu. 

Voici comment on opère : 

Deux tubes de porcelaine de i4""" de diamètre extérieur et de 6o'" de longueur 
sont placés cAte à côle dans un lube de cuivre rouge de ^o'^" de longueur, légè- 
rement aplati; l'intervalle libre est rempli d'amiante. L'ensemble est placé dans 
un four Mermel, c'est-à-dire un four ùtubesà double enceinte réfractairc, chaufié 
au gaz, de ay'" de partie utile. Le tube de cuivre repose sur une rigole de lûle, 
|iour éviter que les écailles d'oxyde noir de cuivre ne se détachent et ne tombent 
dans tes brûleurs. Dans un de ces tubes, on met un couple platine rhodié- 
platine qui donne la température; dans l'autre passe le fil qu'on veut recuire. 
Fac. de T., V S., l 4') 
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Dèiiï lubes étroîlsde verre, de i'"de long, sonl fixés de pari et d'an Ire du dei- 
DÏi^r liibe de porcelaine piir des bouchons de liège el sOnl maintenus horizonlaii^ 
par des supporta convenables. Sur l'un d'eux, au voisinage du boiiclion, est soudt 
un lube normal par lequel arrive le gaz dans lequ<:l un veut opérer; il se répand 
dans l'ensemble des trois tubes et sort librement. Les bouchons sonl protégés 
contre le rayonnement par une petite gaine d'amiante qui entoure le bout de* 
lidics de verre, lubes qui dépassent légèrement à cet eiïet. On puiirrail refroidir 



■. \'t 



s'adaptent les lubes de vei 
mile. 
DUC à axe horizontal el à jante plaie de .jo'''" 

de verre, passe dans le tube de porcelaine. 
r sur une seconde roue semblable à la prè- 



les bouts du tube de porcelaine auqu< 
rience montre que la précaution est i 

Le fil à recuire est enroulé sur une 
de diamètre : il entre par un des lube 
sort par l'autre tube et vient s'enroul 
mière, qui porte sur sa jante une graduation en cenlimèlres. Sur le même a 
que celle dernière roue est montée une autre roue qui engrène sur un pîgni 
d'angle ; on peut, en agissant sur le pignon, faire avancer à la main le lil de i 
de janle en un nombre connu n de secondes mesuré pur un métronome on i 
compte-seconde. Le tube de porcelaine a la tempéralure maxima sur une longue 
d'une vingtaine de centimètres environ : le (il est porli' à cette tempéralure e 
viron ion secondes. I^'opération est régulière, mais longue. 

Le couple est étalonné vers 3&o" dans un bain d'huile lourde de pélrole, pt. 
k la tempéralure Je fusion de l'argent. 



lieciiil dans les liquides. 

Le recuit ddns les liquides a de grands avantages : il permel de spécifier exac- 
tement à quel moment on porte le fil à la température voulue, à quel moment on 
le ramène à la température ordinaire; de plus, on se meL à l'abri des phénomènes 
que présentent tes milieux gazeux. 

Jusqu'à 350°, on peut employer la glycérine. Elle est contenue dans un vase de 
cuivre rouge de 7'" ou 8'" de capacité et non élamé à l'inlérieur. Ce vase est 
entouré de plusieurs couches de carton d'amiante pour diminuer le refroidisse- 
ment; on prend comme couvercle plusieurs disques superposés du même carton; 
un thermomètre à mercure donne la température. On dispose au fond du vase 
plusieurs disques de verre superposés pour éviter le contact direct du ftl eldu fond, 
dont la température est toujours assez mai définie. Si l'un emploie de la glycérine 
de commerce, on commence parla priver de son eau par une ébu Mit ion prolongée. 
Le recuit obtenu, on lave à grande eau el l'on essuie avec un linge fin; la glycé- 
rine décape légèrement le métal qui sort parfailemeni brillant. 

On peut remplacer la glycérine par des huiles lourdes de pélrole et, par exemple, 
de la valvuline, corps qu'on trouve dans le commerce pour graisser les niachiiies ; 
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les vapeurs qui s'en dégagent s'enflamment vers .îoc®, mais sans aucun danger; 
il suffit que la marmite soit couverte pour que Tinflammation ne puisse ni durer 
ni se propager. 

Il est nécessaire, avec ces liquides, de maintenir artificiellement la température 
constante : i^ par un régulateur de pression sur la canalisation du gaz; 2" par un 
régulateur de température. Sous le rapport de la constance de la température, 
qiiil faudrait pouvoir maintenir à 1° près, nos appareils laissaient encore à 
désirer, ce qui, d'ailleurs, n'a pas d'importance pour les résultats généraux qui 
sont rapportés dans ce Chapitre. 

Nous avons fait quelques essais qui ont donné de bons résultats avec la naphta- 
line ; on peut obtenir une température proche de 220" et parfaitement constante : 
la naphtaline liquide ne semble pas attaquer le cuivre, si ce n'est peut-être en le 
décapant très légèrement. 

Au-dessous de 25o" et jusqu'à 35o", nous avons utilisé un bain formé à équiva- 
lents égaux d'azotate de potassium et d'azotate de sodium. On le met dans une 
casserole en fer battu ; ces casseroles sont toujours étamées; la première fois qu'on 
les chaufle, l'étain coule et se rassemble en une masse qu'il faut enlever; cette 
opération faite, on possède un bain parfaitement transparent à chaud et qui se 
prend, à froid, en une superbe masse blanche. 

Ce bain noircit légèrement le fil. Pour le nettoyer, on le plonge, dès qu'il est 
refroidi, dans de l'eau, pour détacher ce qui reste d'azotate adhérent, on l'essuie 
et on le met dans de l'acide chlorhjdrique très étendu; on le lave et on l'essuie 
soigneusement avec un linge fin. Dans l'industrie, le décapage se fait de même; 
mais le fil, au lieu d'être légèrement noirci, est couvert d'une couche épaisse d'oxyde. 

La température est prise avec un thermomètre recouvert d'une gaine de clin- 
quant. On évite ainsi qu'il soit brusquement échauffé ou refroidi, quand on le met 
ou Tenlève du bain; que le passage de la température du bain à celle de l'air ne 
se fasse brusquement en un point du thermomètre, lorsqu'il est en place. On 
enlève le thermomètre quand on laisse refroidir le bain, car il serait abimé quand 
Tazotate se prend en masse; on ne peut le remettre que lorsque le bairi est fondu, 
soit vers 240**. 

Pour le recuit dans les liquides, le fil est enroulé en torons de 1 2*^™ de diamètre ; 
avec un tel diamètre, l'inconvénient de l'enroulement s'atténue. 

Recuit dans le inde. 

l^a vraie méthode de recuit semblerait consister à recuire dans le vide; il n'en 
est rien. L'expérience présente d'abord de grandes difficultés. Onne peutchaufler 
le fil dans un tube de verre, parce que celui-ci s'aplatirait; dans un tube de por- 
celaine, parce que l'on ne sait comment boucher; dans un tube de métal, parce 
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qiiUl fuit au rouge. Force esl donc de recourir au chauffage par un courant tra- 
versant le fîl; toutes les difficultés déjà signalées reparaissent; en plus celle-ci, 
que le fil ne doit pas toucher Tenceinte dans laquelle on le met, sous peine ou de 
se couper, ou de ne pas s'échaufl'er. 

Cependant, si la température obtenue dans le vide importait peu, on pourrait 
éliminer, par ce mode de recuit, les effets de milieu. Mais nous savons déjà que 
la température, si elle est voisine du point de fusion, a des actions propres indé- 
pendantes de celles du milieu (cristallisation, liquation, etc.) qui sont peut-être 
plus nuisibles (mécaniquement parlant) que les autres. On ne voit plus du tout 
Tavantage d'un mode si compliqué de recuit. 



II. 



Etude générale de la forme des colrbes de traction. 



Nous connaissons déjà {Jig^ 6) la forme générale des courbes de traction, du 
moins ce que nous appellerons la forme normale. Elle débute par un allonge- 
ment qui provient de la rectification du fil et un allongement purement élas- 
tique : il est quasiment impossible de faire la part de chacun de ces effets; 
heureusement ils sont pratit|uement faibles par rapport à rallongement perma- 
nent et leur effet global peut être mesuré. 

A partir d^une certaine charge, la courbe s^infléchit; son rayon de courbure 
passe par un minimum; enfin la rupture se produit avant que la tangente soit 
horizontale. Nous disons qu'un premier fil est plus écroui ou plus raide qu'un 



Fig. 8. 




second de même diamètre initial quand sa courbe de traction est à partir du début 
plus longtemps rectilignc. 11 est parfaitement écroui quand la rupture se fait né- 
cessairement sur la portion rectilignc par laquelle la courbe débute. 

Pour rendre les comparaisons plus faciles, on rapporte les courbes à un fil 
ayant i gramme-masse par mètre : cette réduction consiste à diviser toutes les 
charges obtenues par le nombre qui exprime le poids d'un mètre du (il étudié. 
Comme on doit souvent répéter cette opération, un appareil nous permet de couper 
automatiquement une longueur invariable de fil voisine de i"* {Jig' 8). Norma- 
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lement à la grande direction d'une planche, parallèlement entre eux et à une 
distance connue (ioo4"''*), sont fixées deux paires de ciseaux C. Une de leurs 
lames est complètement immobilisée, l'autre mobile permet de couper. Le fil 
s'attache en A à des crochets portés par des leviers de bois, tournant autour 
des axes verticaux L et que tirent les caoutchoucs T. Une sorte d'étau E serre le 
fil en son milieu. On attache le fil aux crochets A, on tend convenablement les 
caoutchoucs T, on serre l'étau E et Ton coupe. Il serait très difficile de se passer 
de cet appareil ou de tout autre analogue. 

Le fil de i gramme-masse-mètre aurait, en admettant la densité 8,92, un dia- 
mètre de o"™,378 et une section de o™"*», 1 122. 

Équation des courbes de traction. 

Le long de la courbe de traction, le métal change de nature. Tout accroisse- 
ment dP de charge, à partir du moment où Ton a quitté la branche rectilignc, est 
rindice d'une modification, pour mesure de laquelle on peut prendre l'accroisse- 
ment même ramené à la section initiale, soit d( j- \y puisque la densité varie 
peu. 11 ne s'agit plus que de faire des hypothèses simples pour relier P à /. 

On peut admettre que la transformation élémentaire ^l -7- ) est en raison in- 

P/ 
verse de la transformation totale déjà effectuée, —. P©; qu'elle dépend de 

•0 
l'allongement et tend vers o quand la longueur tend vers une valeur /|. 

On tire de ces hypothèses : 

d'où 

P/ = P,/,+ A 



\/--'-'i 



La courbe obtenue en prenant P/ et / pour ordonnées est une ellipse qui se 
raccorde tangentiellement à la droite /=/© valable jusqu'à P = Pj,. Pour tenir 
compte de l'allongement élastique, il faudrait compter les abscisses, à partir d'une 
droite légèrement inclinée sur l'axe des ordonnées. 

La rupture doit se produire avant que / atteigne la valeur /|. 

Les hypothèses précédentes n'ont rien de nécessaire; en les modifiant légère- 
ment on arrive à une courbe analogue 



P = P.+ Ay/logi-^^" 
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OÙ les constantes P©, loi l\ o^t la mémo définition que précédemment. On trou- 
verait aisément toute une série de ces équations à trois constantes, avec lesquelles 
on pourra toujours représenter avec une grande approximation des courbes dont 
la forme est très simple. Malgré Topinion courante, de pareils calculs sont 
puérils, si les constantes ne peuvent pas être déterminées directement 
diaprés leur définition physique et non pas au mieux de la représentation 
numérique. Étudions ce qu'il en est dans le cas précédent. 

Nous admettons implicitement, en proposant les formes précédentes, que la 
courbe de traction se compose de deux parties analjtiquement et physiquement 
distinctes; l'une rectiligne, Tautre infléchie, tangentiellement raccordées. C'est 
Tancienne notion de limite d^ élasticité définie comme charge au-dessous de 
laquelle les allongements sont purement élastiques (notion absolument distincte 
de celle de tension limite). Mais à supposer cette notion théoriquement 
admissible, il n'en résulte pas qu'on puisse faire de la charge Pq une détermina- 
tion expérimentale directe, puisqu'elle est l'ordonnée du point de raccordement 
de deux courbes tangentes. Tout ce qu'on sait sur la constante /|, c'est que le fil 
casse avant d'atteindre celte longueur; enfin, la troisième constante n'a pas de 
signification physique. 

Si nous tenons donc à représenter nos expériences, ou bien nous calculerons 
les constantes au mieux de la représentation analytique, et alors elles seront pro- 
bablement fort éloignées de leurs valeurs réelles de définition, ou bien nous 
ferons sur ces constantes des hypothèses arbitraires que nous tâcherons de con- 
firmer par la vérification numérique. Le premier procédé est puéril, le second 
est dangereux et ne serait acceptable que si nous étions sûrs que la forme analy- 
tique choisie a une base théorique. 

Laissant de côté cette face de la question, cherchons : i" quelles raisons nous 
avons eues pour proposer une expression de la forme 



«/(^')=/(P./); 



'>." si, pour approchée que cctfe expression puisse être, il y a chance qu'elle soil 
suffisamment complexe. En d'aulres termes, nous voulons démontrer, et c'est le 
fond de ce Chapitre, que, si Cessai de traction nous fournit des renseigne- 
ments précieux, il serait absurde de nous imaginer pouvoir y dans l'étal 
actuel de la Science, en interpréter les résultats autrement que d'une ma- 
nière sommaire. Cette démonstration est nécessaire pour faire comprendre la 
nature des résultats que renferme ce Chapitre. 

Tout le long de la courbe de traction, la matière change de nature; cette modi- 
fication n'a pas pour mesure l'allongement permanent qui en est la cause, car les 
propriétés de la matière ne varient pas proportionnellement à cet allongement. 
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Le plomb s'allonge indéfiniment sans changer de nature, et pour tous les métaux, 
à partir de certaines déformations, des déformations plus grandes et de même 
nature ne modifient plus Tétat du corps. Quelles raisons avons-nous de prendre 

( ~7" ) P^*"'' mesure approchée du changement de nature? 

Tresca a énoncé comme exacte une proposition approchée que nous discute- 
rons soigneusement : « Quand un fil a subi une charge P qui Ta allongé jusqu'à 
la longueur /, il est devenu parfaitement élastique jusqu^à cette charge. » L^expé- 
lience montre, au contraire, qu41 n'est devenu parfaitement élastique que jus- 
qu'à une charge P' inférieure à P. 

P/ 
Si la règle de Tresca était vraie, —r- c'est-à-dire la charge à chaque instant 

*o 
prise sur la courbe de traction et ramenée à la section initiale, serait la limite 

d'élasticité actuelle et, par conséquent, il serait légitime de considérer ^(-7-) 

comme la mesure du changement de nature sur la courbe particulière de traction 
considérée, ce qui donnerait pour toutes les courbes la forme générale 



rf(^>/(p./). 



Mais, si nous voulons rester dans le même ordre d'idées, cette mesure doit être 

/P7\ 
rf( -j- \y P'<^P. Or, l'expérience montre que la difi'érence P' — P n'est pas con- 
stante tout le long d'une courbe de traction, et dépend de la vitesse d* allonge- 
ment. 

La courbe de traction ne peut donc avoir qu'une interprétation très compliquée 
et aucune équation de la forme proposée ne peut représenter correctement le 
phénomène. 

Les difficultés d'interprétation s'exagèrent au voisinage de la rupture. L'expé- 

. P/ 
rience montre, par exemple, que le produit -j- pour la rupture de fils identiques 

inégalement recuits est d'autant plus grand que le fil est plus recuit, c'est-à-dire 
se rompt pour un plus grand allongement et corrélativement pour une vitesse 
d'allongement plus grande. Admettons, par exemple, qu'un fil fortement recuit, 
s'allonge de 5 «/© sous charge à peu près constante à l'extrémité de la courbe de 
traction; la charge ramenée à la section initiale croît de 5 <^/o; mais le fil n'est pas 
avant et après l'allongement, dans la même situation vis-à-vis de la charge qui le 
tend. Introduire ces charges dans une formule où Von ne tient pas compte des 
vitesses f c'est comparer des phénomènes qui ne peuvent l'être. Dire que la 
charge sous laquelle il s'est rompu est caractéristique de la rupture, c'est avancer 
une absurdité; elle caractérise la rupture pour certaines conditions de vitesse. 
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Nous reviendrons là-dessus; mais nous tenions à poser ces principes pour qu'on 
ne cherche pas dans ce Mémoire des lois numériques qu'il aurait été prématuré 
d'espérer obtenir. 

L'hypolhcse précédente revient à admettre que le changement de nature est 

nul, quand ,. = o et en particulier sous les paliers des courbes qui en pré- 
sentent. Elle est donc en contradiction avec la manière de voir généralement 
admise et à laquelle les résultats expérimentaux sont d'ailleurs loin de prêter 
un solide appui. 

Recuit dans t\iir pendant un temps court. 

Le fil qui a servi à ces recherches était étiré de 70 ®/o environ à la filière à 
partir de Tétat recuit. Sa nature pouvait être considérée comme définie, pour 
uioir subi un grand allongement à la filière. Il passait dans le tube de chaufle 
ù raison de 5^™ par seconde, ce qui revient à le maintenir environ quatre secondes 
dans l'espace où la température est maxima. On ne peut pas affirmer qu'il reste 
(|uatre secondes à cette température; cependant \u la faiblesse du diamètre (envi- 
ron o""",5) il doit mettre peu de temps à s'échauffer. 

Dans ces conditions l'altération chimique est insignifiante : la surface est seule- 
ment colorée des couleurs des lames minces passant du rouge cinabre au jaune 
vert. Un décapage léger rend au métal sa teinte ordinaire, mais il est inutile. En 
réalité, le recuit se fait dans Tazote. Le tube de porcelaine contient qS^, soit à 
froid laS'"**" d'air, sur lesquels 28"*^' d'oxjgène. A chaud, il y eu a beaucoup 
moins : 8"«^'^ à 1000°. (iles S"*^*" absorbés, il va rentrer de l'air pour les remplacer; 
mais on voit facilement qu'abstraction faite de la diffusion le tube est plein 

d'azote quand 8™6'"(i -[- o , a^J -f- o, uii -+-...)= io"*^%.i d'oxygène auront été 
absorbés. 

Pour absorber ces quelques milligrammes d'oxygrne, on attache le fil à rc- 
cuire à un fil de 1" de long qu'on fait passer avant; il absorbe l'oxygène et tout 
se passe ensuite comme si le recuit se faisait dans l'azote. Ce procédé si simple 
dv production automatique d'azote a donné les meilleurs résultats. 

Voici le résultat de l'expérience. 

Quand la température du tube varie de Goo" à 1000", les courbes de traction 
M)nt très voisines les unes des autres et indiquent un désécrouissage croissant. Il 
faut donc un temps fini pour que le fil soit parfaitement mou, à toute tempé- 
rature; mais ce temps décroît beaucoup à mesure qu'on s'approche de la tempé- 
rature de fusion. 

La courbe de traction |)réscnte, même pour les recuits à haute tempéraluref 
une petite portion rectiligue, qu'il ne faut pas attribuer à un recuit imparfait. Car 
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Recuit dans l'azote vers gSo" pendant des temps variables. 

Le recuit se fait comme prc^cédemment^ la température était voisine du point 
(le fusion de Targcnt. Suivant le calcul fait plus haut il durait de 4 secondes à 
200 secondes. 

On constate que de 4 secondes à 4o secondes la courbe de traction ne change 
pas aux erreurs d^expérience près. Ainsi, pour un allongement de 33 ^/t on a 
trouvé 

/ — 'i». lo" 30' 4'>' 

V r-. -fm-;*' 9f)y'i^' 9.68 5^" 9.6w'î^ Moy... 2661»' 

La ditTérence est trop petite pour pouvoir être considérée comme systématique. 
Les fils sont fort beaux d'aspect, à peine recouverts d\ine couche mince donnant 
les couleurs des anneaux. A partir de 4o secondes jusqu^à aoo secondes, le cuivre 
ost rose : la couche colorée, quoique superficielle, devient plus épaisse. La courbe 
(le traction varie extrêmement peu; il semble cependant que le fil devienne un 
peu plus cassant. Le fil qui a été recuit pendant aoo secondes s'est cassé pour 
:>.o *»/o et celui qui a été recuit 100 secondes pour 3o •/o- 

La conclusion pratique est la suivante. Pour avoir du fil : 1® dont la courbe de 
traction soit aussi basse (|u'il est possible; :i^ qui se casse aussi loin que possible 
sur cette courbe; 3*^ qui soit aussi peu altéré que possible, il suffit de le recuire 
une dizaine de secondes à la température de fusion de Targent. On est sûr pour 
te cuii're rouge que les actions secondaires énumérées au Chapitre précédent 
n^inlerviennent pas (sauf peut-être les changements dans la forme géométrique 
interne, voir (^hap. II, p. ). 

A quels caractères reconnaît-on qu'un fil est parfaitement mou? Évidemment â 
la forme générale de la courbe de traction. Mais il n'est pas nécessaire de la 
décrire entière. Soient Pi, P2 les charges correspondant à deux allongements 

P 

(hmnés; le rapport j^ a une valeur caractéristique pour un métal de composition 

donnée et parfaitement mou; valeur qui est la plus grande qu'on puisse obtenir 
avec ce métal. Ainsi pour les allongements de 1,^5 ®/o et 5 ®/o et un fil parfaite- 
ment mou au début de l'essai, le rapport est voisin de a avec le cuivre que nous 
employons. Il tend vers Tunité à mesure que le fil est plus raide au début de 
fessai; enfin il faut observer que tout allongement qu'on aura fait subir aa fil 
|U'éalablcment à Tessai de traction, diminue le rapport en queslion, tout comme 
si le fil n'avait pas été parfaitement recuit. Il ne faut donc pas attacher à la valeur 
(le ce rapport un sens autre que celui-ci : si ce rapport a sa valeur maxima, le fil est 
parfaitement mou ; sinon, non. Le fil devant être plus ou moins tendu pour passer 
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dans le lube, Il est presque impossible d^oblenir pour ce rapport la valeur exacte : 
les valeurs trouvées sont toujours trop faibles. 

Recuit industriel. 

Le recuit dans Tair, plus ou moins dépouillé d'oxygène, se rapproche beaucoup 
du recuit industriel. Celui-ci se fait dans des fours chauffés au rouge sombre, ù 
une température d'ailleurs généralement inconnue. On y précipite les paquets de 
fil, CD les sort au bout d'un temps quelconque et on les jette tout chauds dans 
une solution peu concentrée d'acide chlorhjdrique. Les paquets ne sont plus 
présentables; on les lave à grande eau et on les enroule à nouveau. Pendant cette 
dernière opération le fil s'allonge sans filière de plusieurs unités ^/q. La courbe 
de traction du fil industriel n'est donc plus celle d'un fil parfaitement mou; 
comme nous le verrons, elle se raccorde seulement à la courbe du fil parfaitement 
mou, pour une charge d'autant plus forte que l'allongement sans filière a été 
plus grand pendant le second enroulement. 11 ne faut pas croire, d'ailleurs, que 
ce soit là une mauvaise chose; le fil se trouve rendu élastique jusqu'à une certaine 
charge, ce qui peut avoir une grande importance pratique; le fil parfaitement 
mou ne peut pas avoir d'emploi industriel. Nous reviendrons là-dessus en discu- 
tant le principe de Ti^esca. 

Le rapport des charges pour les allongements 1,26 et 5 ®/o d'un fil recuit, 
livré sur bobine par un fabricant était i,4i • recuit par nous-méme, il nous a 
donné des rapports compris entre 1,86 et 2,00; la forme de la courbe indique un 
fil qui a été parfaitement mou, mais allongé à la filière de 2 ®/o à 3 ®/o selon les 
bouts. 

Le fait que le fil industriel a été recuit dans l'air explique qu'il contienne 
toujours de l'oxygène sous une forme ou sous une autre et pourquoi les recuits 
dans l'hydrogène, même à température relativement basse, sont aussi nuisibles 
que l'expérience le montre. 

Recuit dans l'hydrogène et le gaz d'éclairage. 

L'hydrogène est le gaz qui abîme le plus les métaux. Il s'occlut dans plusieurs 
d'entre eux; grâce à son poids moléculaire faible, il les traverse comme des 
éponges dès qu'ils sont rouges. Il réduit les métaux oxydés comme le cuivre 
industriel : le métal devient blanc mat et cassant. Le gaz d'éclairage produit des 
effets analogues. 

Le principal intérêt des expériences faites avec ces gaz est de préciser un des 
sens possibles du mot cassant. Le fil recuit 20 secondes vers gSo" dans l'hydro- 
gène à une courbe de traction très Infléchie. A durée de recuit égal, elle est même 
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aii-dcssous de la courbe de recuit dans Tazole. Mais le (il se rompt pour un allon- 
gement qui diminue avec le temps de recuit et qui, pour vingt secondes environ 
est de 4 ®/o ^ 5 ®/o. Ainsi, ce fil peut être dit avec autant de justesse parfaitement 
mou et très cassant. Le verre, dont la courbe de traction est une droite jusqu'à la 
rupture, casse h peine plus facilement. Quand on tord de tels fils, on est tout 
étonné de les voir se casser, tant il semble qu'ils sont mous : on dirait du plomb. 
Bien entendu si Ton cherche à les enrouler sur un cône métallique, on constate, 
au microscope, des failles profondes suivant des sections droites quand le dia- 
mètre du cône au point d'enroulement est encore un multiple élevé du diamètre 
(lu fil : celle expérience n'est d'ailleurs qu'une forme commode de l'essai indus- 
triel de fle?[ion, essai dont la précision est minime et le sens douteux. 

Le cuivre devient cassant dans Thydrogène, même au rouge sombre, et pour des 
durées de recuit qui sont toujours faibles. 

Fits fortement étirés à ta Jilière et recuits à une température T. 
Faisceau des courbes pour lequel le temps t de recuit est pris comme 
paramètre. 

Soit du fil industriel recuit puis étiré de 70 à 100 ®/o à la filière : son état est 
bien défini au point de vue du recuit. Le désécrouissage par recuit n'est, en effet, 
indépendant de l'allongement préalable par la filière que si cet allongement est 
notable. 

Recuisons ce fil à une température donnée T pendant le temps /, et étudions le 
faisceau des courbes de traction ayant ce temps t pour paramètre. 

Nous avons expliqué pourquoi nous nous bornerions à donner des résultats 
numériques. Mais il serait possible de les réduire de plusieurs manières, au lieu 

de transcrire simplement le résultat brut des expériences. Indépendamment de 

P/ 

toute théorie, la cimrge ramenée à la section initiale est -j-; elle correspond à 

*o 

un allongenienl total égal kl — /,, qui se décompose en deux autres : un allonge- 
ment élastique de la forme A/^P, un allongement permanent plus ou moins déji^ 

nilif, égal à / — /q — A/'^ P. Oti pourrait construire la courbe où l'on prendrait 

P/ 

-j- comme ordonnées et cet allongement permanent comme abscisses; il semble- 

'0 
rait que ce serait beaucoup plus rationnel et cependant ce travail serait singu1i<y- 

remenl illusoire, au moins en ce qui touche à la distinction de l'allongement 

permanent et de l'allongement élastique. Cherchons, en effet, à calculer sous 

<|uellc charge le fil de cuivre de i gramme -masse-mètre s'allonge de i pour 1000. 

Si nous admettons i2 0oo''s par millimètre carré pour coefficient d'allongement, 

nous trouvons iS''»^, {(h{. Or, si l'on cherche sur les courbes obtenues une valeur 

approchée de celle charge, en prenant l'inclinaison des parties rectilignes on 
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Ironve 4*^ ou un peu moins. Ainsi le redressement du fil, la fleiLion des sup- 
ports, etc., interviennent pour plus des deux tiers dans rallongement qui devrait 
être purement élastique. La correction serait d'autant plus illusoire sur ce coeffi- 
cient que A varie cerlainement le long de la courbe de traction. 
Voici quelques-unes des courbes obtenues : 

Allongements Vo- I. II. III. IV. V. VI. VII. 

i,a5 ii3i 1263 i/iGi i5io 1798 1928 21^3 

2,5o 1390 i53i 1819 1899 2139 235i 2558 

3,75 1597 1732 2039 2128 2349 2563 2740 

5,00 1763 1893 2214 2293 2486 2707 2913 

6,25 1910 2040 23)4 ^'^73 2598 2793 

7,5o 2o35 2i55 2^59 25i8 2684 

8.25 2143 2256 255o 2602 2756 

10,00 2244 23Î7 2621 2666 2812 

12, 5o 2399 2483 2739 2762 2893 

i5,oo 23 16 2589 2809 2832 

20,00 2671 

25,00 2753 

3o,oo ^«798 

Cassé <^/o 3i,8 19,0 17,8 ij,9 12,8 7,1 5,o 

PI 

-j- pour la rupture. 3700 3207 3375 33oo 3245 3o34 3o59 

*o 

'riH!;.étre'carre"h''''9« ^"'''"^ ^^^i'. '-«^9. ^7^04 .7^.6 

Recuits 4"", 3o3" 2*", 3o3" 2™, 291*» i5o*, 291" 6o', 303° 90', 191° i", 291** 

Fils primitivement étirés de 70 o'o en cinq passes^ recuits dans le mélange des azotates. 
Masse par mètre, i ,556. 



« 



PI 
On remarque, d'après ce Tableau, que le produit -.- prend des valeurs crois- 
se 
sant avec l'allongement de rupture. Il ne faut pas conclure de là que dans sa 

nature limite le fil est d'autant plus résistant qu'il était initialement plus mou, 

mais simplement que les conditions de la rupture, la vitesse d'allongement à la 

rupture, la situation devant la charge de rupture, sont différentes suivant IVtat 

de mollesse initiale : nous avons déjà insisté là-dessus. 

Quant à la valeur même de ces charges de rupture, il est nécessaire de faire 

une remarque. Elles se rapportent au cuivre dont nous nous sommes servis. Dans 

les Traités de résistance des matériaux (Violle, t. I, p. 4^5) on trouve des 

nombres qui, pour le cuivre, varient de iG'^s à 53*^ par millimètre carré de section 

initiale : la marge est grande. Nous avons calculé dans la dernière ligne les 

charges de rupture, en kilogrammes, rapportées à la section de rupture évaluée 

en millimètres carrés. 
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Variation du faisceau précédent avec la température T. 

Voici les questions qui se posent : 

1^ Peul-on passer du faisceau obtenu à la température T| au faisceau obtenu 
à la lempéralure T2 en modifiant seulement la valeur du paramètre tt Auquel cas 
les courbes des deux faisceaux sont identiques et ne diiïerent que par leur cole; 
et plus généralement toutes les courbes de tous les faisceaux obtenus à toutes 
températures T pour des temps t de recuit, rentrent dans un faisceau unique ad- 
mettant le paramètre A =y"(T, /). 

'^" Si la réponse est affirmative, quelle est la forme de la fonction A=y(T, £)? 

Pour résoudre la première question, on cherche le faisceau à la température 
'ioo'' par exemple, puis à la température 200* : les courbes obtenues, rapportées 
au fil de même masse par mètre, doivent former un seul et même faisceau. Il 
semble qu^il en est bien ainsi, ou plus exactement il semble impossible de démon- 
trer qu'il n^en est pas ainsi, tant sont difficiles les expériences. II semble aussi 
<|ue la loi qui relie t à T est de la forme 

Ai=log/-+-aT, 

a étant une constante, A le paramètre de recuit. 

Cette loi peut servir dans tout le plan : si T >> T|, ^ est pratiquement nul; si 
T <Z T^, t est pratiquement infini, quel que soit Tétat A que Ton veuille obtenir. 

Ce qui frappe particulièrement dans ces expériences, c^est la proximité des 
limites T| et T3. Sans avoir la prétention de donner une constante certaine, nous 
poserons, diaprés nos expériences, 

a rr 0,0870, 

/ étant évalué en secondes. La formule nous apprend alors que, pour obtenir le 
môme état à 200" et à 3oo^, les temps doivent être dans le rapport de 5ooo à 1 : 
24 heures à 200° ou 17 secondes à 3oo". En 24 heures à 200", d^ailleurs, le fil 
commence à peine à se ramollir. Nous pouvons certifier qu\iu moins en gros les 
l>hénomènes sont bien conformes à la formule, et nous sommes amenés à for- 
muler les remarques suivantes : 

1" Au taux indiqué, Fétat A obtenu en 24 heures à 200" Test en 22 heures 
'4 minutes '^o secondes à 201", soit une dillérence de 9 ^/q. Si donc on veut 
reprendre ces expériences et déterminer avec exactitude le coefficient a de la 
formule ou discuter celte formule elle-même, il faut produire, pour ainsi dire, 
indéfiniment une température constante ù une fraction de degré près. Ce n'est pas 
une dos moindres difficultés du sujet. 

->.'* Vers 35o^ les temps se comptent en secondes : il faut tenir compte de la 
durée de réchaunement et du refroidissement. On emploie naturellement des 
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bains liquides, mais quand on plonge un toron de fil dans un bain, il refroidit le 
liquide autour de lui et Ton ne connaît plus exactement la température. 

3® La formule appliquée au-dessous de 200", par exemple à 100^ conduit à un 
temps de recuit pratiquement infini. Nous avons eu la curiosité de recuire un (il 
263 heures dans de la glycérine à la température de 99**. La courbe de traction 
était rectiligne jusqu'à la rupture : le fil ne s'était pas ramolli. Une telle consta- 
tation est importante au point de vue de la détermination de la densité d\in (il 
raîde : on peut faire bouillir, sans crainte je ne dirai pas de faire changer Pétat, 
ce qui serait trop ni'avancer, mais au moins de changer la forme de la courbe de 
traction. 

4^ A cause des difficultés inhérentes au maintien d\ine température parfaite- 
ment constante et pour d'autres raisons qu'on verra ci-dessous, nous ne cherche- 
rons pas à préciser comment, à une température donnée, le paramètre / intervient 
dans la forme des courbes, autrement qu'en donnant le Tableau de la page 353. 
Nous pouvons dire en gros que, dans un temps relativement court, le fil se ra- 
mollit presque complètement, mais qu*il faut une durée relativement très longue 
pour supprimer le petit écrouissage restant. 

5** Nous admettons implicitement dans ce qui précède qu'à toute température, 
il suflGt d'attendre un temps suffisant pour avoir le ramollissement complet. 
Quelques auteurs disent le contraire, mais toute la question est de savoir ce qu'on 
doit entendre par temps suffisant : s'ils recuisent quatre heures à aoo*^, et con- 
cluent qu'à cette température le métal ne se ramollit pas complètement, ils ne 
prouvent rien contre la proposition que j'énonce, puisqu'il est sûr qu'à cette 
température il faut plus d'une semaine pour l'obtenir. Donc, jusqu'à preuve du 
contraire, il n'est pas nécessaire de chercher une hypothèse plus compliquée, au 
moins pour le cuivre. 

6** Enfin, et c'est là une grosse difficulté expérimentale, la vitesse de ramollis- 
sement à une température donnée dépend expressément de l'état de la matière 
qu'on recuit. En particulier, elle dépend de la quotité de l'allongement à la filière 
et n'en devient indépendante que pour des allongements considérables (en toute 
rigueur supérieures à 100 ®/o). Quand le fil a atteint, parle passage à la filière, son 
état définitif, l'efTet du recuit est maximum : à ce moment seulement le phéno- 
mène est déterminé, et c'est pourquoi nous avons supposé dans nos expériences 
cette condition réalisée. 

M. Le Chatelier dans un article de la Revue des Sciences^ p. 5io, 1891, 
énonce une loi qui pour le recuit des fils étirés par la filière est exacte : 
« 4** A une température donnée, dit-il, la perte d'écrouissage par le recuit est 
d'autant plus forte que l'écrouissage a lui-même une plus grande valeur. » 
L' écrouissage est défini par lui comme la charge jusqu'à laquelle le fil peut être 
considéré comme parfaitement élastique : quand la courbe de traction est prati- 
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(|iieu)eiil une droite jusquVi Li ruplure, récrouissage est mesuré simplemenl par 
la charge de rupture, et nous verrons que celle charge croît avec rallongemenl au 
moins jusqu^à ce que cet allongement prenne une certaine valeur. 

A la vérité, M. Le Chatelier veut qu^à une température donnée on ne puisse 
alteindre qu^un certain ramollissement limite qui n*est pas le ramollissement par- 
fait; nous avons dit au 5° que le fait ne nous paraissait pas absolument dé- 
montré. 

Malheureusement, M. Le Chatelier étend implicitement la loi citée â des cas où 
elle ne s^applique plus. Nous lisons, en etTet, loc. cit., page 5io : « L'expérience 
montre que la valeur de Técrouissage est déterminée par celle de la déformation 
permanente subie à partir de Fétat initial dVcrouissage nul et semble indépen- 
dante des conditions dans lesquelles a été produite cette déformation (effort lent, 
ra[)ide et choc) ainsi que des procédés employés pour la réaliser (traction, com- 
pression ou tréfilage). » Tout est faux dans celle proposition, et nous aurons 
Toccasion d'y revenir avec une insistance qu*explique rimporiance de la question. 
Une modification de forme géométrique ne correspond pas à un changement dé- 
terminé de nature, et la nature du procédé employé, aussi bien que la manière 
dont on applique ce procédé, intluent sur le résultat obtenu. 

Celle erreur générale doit se poursuivre dans tous les cas particuliers. Si les 
|)ropnétés acquises par le mêlai ne dépendent pas de la déformation, le ramollia- 
semcnl par le recuit se fera de la même manière, à la seule condition que la dé- 
formation ail été la même, par exemple que rallongement ait eu le même tant */«, 
(jucl que soit le procédé employé pour le réaliser. Or le résultat expérimental 
contredit formellement celte |)roposition. 

Ainsi non seulement le recuit ne se fait pas de même sur du fil étiré à la filière 
de i5 ou de i5o *^/o) mais il ne se fait pas de même sur du (il étiré de i5 ^/q avec 
ou sans filière. 

Ilu définitive, il faut (pron soit assuré de Tétai de la matière sur laquelle on 
opère, si Ton veul dans rélude du recuit obtenir autre chose que des résultats 
conlradicloires. 

7° Ce n'est pas tout : il ne faut pas se contenter, comme presque tous Font fait, 
déludier Tact ion du recuit, en mesurant à la température ordinaire la charge de 
rupture ou rallongement de rupture. Prenons, par exemple, les fils I et VI du 
Tableau : ils ont cassé pour une même charge à quehpies grammes près : les 
courbes de traction dillèrenl com|)Iètement. Nous avons rencontré en étudiant 
le i^ecuit dans riijdrogène des fils qui cassaient pour 5 <»/o d'allongement, sous 
une charge par conséquent faible, et qui avaient exactement jusqu'à la rupture la 
courbe de traction des fils recuits dans fazote (pii ne cassaient pas pour 35 */t. 
(j'ebi par la forme de la courbe de traction entière qu^on doit cherchera se rendre 
compte de Tétai du (il. 
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Courbe de traction entre o** et 35o". 

Cherchons comment varie la courbe de traction d'un fil parfaitement ramolli ^ 
lorsqu'on fait Tessai à des températures supérieures à la température ordinaire. 

Le fil est chauffé dans des cuves horizontales de tôle de fer C {Jig* 9) de i'" de 
long sur 8*^*" de large et lo*^" de haut. Elles ne sont ni soudées ni vissées; on les 
obtient en pliant le métal à froid. Elles sont chaufTées par. une rampe de brûleurs 
et contiennent, suivant la température à laquelle on veut opérer, des huiles 
lourdes de pétrole ou le mélange des nitrates. La cuve, la rampe et les supports 
nécessaires reposent sur une planche P horizontale équilibrée dans une glis- 



l'^'g- y- 




sière GG par des contrepoids M et qu'on peut, à Taide de leviers, élever ou 
abaisser d'une quarantaine de centimètres. (La rampe et les leviers ne sont pas 
figurés.) 

Tout le système précédent est porté sur un grand bâti en bois qui occupe toute 
la hauteur du laboratoire. Le dispositif précédemment décrit pour Tenregislre- 
ment de la courbe de traction reçoit les modifications que nécessite Fhorizontalité 
du fil. Le fil ff^ attaché à deux crochets en forme de S, est tendu entre la barre 
fiiie AA et la barre BB mobile autour du point O comme centre. Ces barres 
Fac. de T., a« S., I. \{j 






(|ii(*niriil iiiir (Iruilc j 
la <liarf;(' dr nipluic 
moiiLs juxurà cr M 

\ la M'rili'', M. 
allciinlrc <|iriiM • 
i<til ; nous a\<* 
Mionlré. 
Mal lieu iT»' 



nu* ne s aj» 

nioiilre ni 

periiiaiiei 

(laiile (!• 

ra|)i(le 

pre.s>i 

i nce 

In 
(i. 



. .-I 



\" 



.1 



I • i » * 



358 H. BOUASSE. 

sont terminées par des barres de fer A/ et B/à travers lesquelles passent les cro- 
chets et qui plongent dans le bain quand la cuve est relevée. 

Une corde DD' passe sur la poulie 11, porte le seau et lire sur le fd. L'allonge- 
ment est mesuré par les déplacements de la cordelette DEE'E'' et du cravon dont 
elle est solidaire : le cylindre enregistreur n'est pas figuré. Ni l'allongement, ni la 
charge ne sont plus mesurés en vraie grandeur : le rapport de ces quantités aux 

quantités mesurées est, il est vrai, voisin de l'unité, — z ou l'inverse. 

* I ID 

Les expériences se font avec une grande régularité. La cuve étant le plus bas 
possible, on allume la rampe, on attend que la température du bain devienne sta- 
tionnaire. On attache le lîl à ses crochets, on le dispose dans l'appareil, on 
installe le seau et le crayon. On soulève la cuve, on attend quelques instants et 
Ton décrit la courbe de traction. Entre ses crochets le fil a 5o*^" de longueur. 

lies alla (s des expériences. 

Cherchons d'abord si l'on peut déduire la courbe de traction à la tempéra- 
ture T de la courbe de traction à froid par une simple contraction d'ordonnées. 
Pour trancher la (juestion, ou donne, dans le Tableau suivant, le rapport des 
charges pour le fil chaud aux charges pour le fil froid correspondant au même 
allongement. L'essai à froid durait vingt-cinq minutes; les débits de l'ajutage de 
charge étaient à 20" d'une part, à aSo" et 34o® de l'autre, comme les nombres 100 
et 62. Le rapport des charges n'est pas constant, il diminue notablement à mesure 
que l'allongement augmente. 

Courbe à 
Allongements Vo- 3U^. 250*. 

2 0,792 0,849 

4 7'9 79« 

« 675 . 772 

H 640 752 

i'^ 598 719 

16 57G 707 

'2(» 696 

24 r>9i 

Au fond, dans cette comparaison, rien n'est comparable : à tout le moins 
devrait-on faire deux réductions parallèlement aux axes et avec des facteurs diffé- 
rents. Ce n'est pourtant pas la peine d'essajer; on ne réussirait pas pour des rai- 
sons qu'on verra plus loin. 

Dans une aulre série d'expériences, on a opéré à un certain nombre de lempé- 
ratures comprises entre o'* et 35o" et avec le même débit. Si l'on cherche à 
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représenter les résultats avec une formule telle que 

1» ==/(/) [i-/.(OT], 
on trouve que/i(/) croît avec /. Ainsi, pour l'allongement de 3o **/o, on avait 



/i(0 = o,ooi4i, 



et pour rallongement de lo *^/o, 

/l (/) =0,OOI32. 

Dans les conditions ici spécifiées la formule a bien représenté l'expérience. 
Nous reviendrons plus loin sur l'influence du débit de l'ajutage de charge sur 
la forme des courbes. 



III. — Variation des courbes de traction avec la vitesse -t- • 

at 

La longueur du fil n'est pas une fonction déterminée du poids : si l'on arrête, 
parexemple, l'écoulement de l'eau et, par conséquent, l'accroissement de la charge, 
le fil n'en continue pas moins à s'allonger. Donc la loi d'accroissement de la 
charge restant la même et l'unité de temps étant seule modifiée, il n'est pas sûr 
que le même allongement corresponde à la même charge. On pourrait même sup- 
poser a priori que, si une charge continue à allonger le fil alors même qu'elle ne 
s'accroît pas, l'allongement augmente pour une même charge, quand on augmente 
Tunité de temps. L'expérience seule peut répondre : elle consistera à décrire la 
courbe avec des débits diff*érents. 

On a fait varier les vitesses de i à lo, le temps nécessaire pour décrire la courbe 
entière passant de quatre minutes à quarante minutes. Dans ces conditions, il est 
impossible de trouver de différence systématique entre les courbes tant que l'al- 
longement n'est pas notable. Pour les grands allongements, il est certain que la 
courbe se relève d'autant plus que la vitesse est plus grande. 

Pour des débits variant de i à 7 et un allongement de 34 ^/o? on a trouvé 

Grand débit 55io«'^ 555o8^ 54658'^ Moyenne. SSoSk-^ 

Petit débit 53858' 54'25«' 54'2o«' 54 10 

La diff*érence est inférieure à 5^. 

L'influence du débit s'exagère beaucoup à chaud. 

Ainsi du fil, préalablement recuit quatre minutes à 325" et porté vers 3 10", a 
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demandé, p.our un allongcincnl de 20 ®/o (moyenne de trois essais pour chaque 

vitesse) 

3'»'2j8'' avec une durée d'essai de 176 secondes. 

32478'" » io-;i5 secondes. 

Différence 278*' 

Le hain d^izotate attaquant toujours un peu le (il, celui-ci y restant six fois plus 
longtemps dans le second essai, on pourrait attribuer à cette cause la diminution 
de la charge. Mais le résultat est le même, si Ton recommence rexpérience en 
laissant préalablement le fil pour lequel l'essai est rapide, plus de dix minutes 
dans le bain avant de commencer Tessai. 

On a repris rexpérience sur du fil recuit à 900". On a trouvé, pour les mâmcs 
débits et des allongements de même ordre, 3655*' et SS-jS**", différence : r^So*' ; 
soit plus de l 'x ^/q de la charge moyenne. 

On comprend maintenant ce qui rend impossible la déduction simple des courbes 
à chaud de la courbe à froid : le débit indue sur la forme des courbes et d'une 
manière différente aux diverses températures. On s'explique aisément les phéno- 
mènes signalés (p. 358). 

A lion génie ni à charge constante en un point d'une courbe de traction. 

Pour avoir la courbe d'allongement à charge constante qui fait suite à la courbe 
à charge variable, toutes deux exprimées en fonction du temps, on supprime 
Técoulement dans le seau, tout en le maintenant dans le cylindre de Tapparcil 
d'enregistrement (/i^. 10). 

11 est im|)ossil)le de reconnaître sur la courbe ainsi obtenue le point où Técou- 
lement de Tcau dans le seau de charge a été arrêté (point d'arrêt); les courbes à 
charge variable et à charge constante se raccordent rigoureusement; donc la vi- 
tesse d'allongement au début de la courbe à charge constante i^o est égale à la 
vitesse d'allongement à la fin de la courbe à charge variable au moment où s^ar- 
rêle récoulement. 

Le point de raccordement est, en tous les points d'une des courbes de traction 
déjà étudiées, sur une tangente d'inilexion à l'ensemble des deux courbes. 

L'hypothèse la plus simple serait que la loi d'allongement à charge constante 
fiU complètement déterminée par celle vitesse r© ; mais l'expérience montre que 
cette loi dépend de la forme de la courbe de traction avant et surtout après le 
point d'arrêt, forme déterminée dans le second cas sur un fil identique [com- 
parer au § XWII de mon Mémoire Sur la torsion des fils fins {^Annales de 
/^/tysif/ue; iHc)-)]. Soit r la vitesse d'allongement en un point de la courbe à 

charge constante; le rapport -;- exprimé en fonction du temps diminue moins vite 
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avec le temps à mesure que le point d'arrél se déplace vers la droite sur la 
courbe de traction. 

Si l'on admet comme première approximation que rallongement à charge con- 
stante est donné par la formule 



on trouve 



/=:Alog(B/-hi), 



dl _ AH 
cit — B f 4- i ' 



r 



t'o=AB, - 
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Temps 




AUongerncnts^ 



La constante B diminue à mesure que le point d'arrêt se déplace vers la droite dt» 
la courbe de traction. 



Influence de lu vitesse d'écoulement. 



dV 
Quand le débit D = --,- est donné, la courbe de traction est compli-lement dr- 

fuiie; par exemple, pour chaque allongement, i\, est donné. Supposons que h* 
débit passe de D à D'; nous savons que la forme de la courbe de traction en fonc- 
tion de la charge n^est pas sensiblement modifiée, au nioin^ à froid et pour des 
allongements qui ne sont pas à la limite des allongements possibles. Donc, aux 
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points correspondant à la même charge ou au même allongement, il suffit de rem- 

placer i'o par —rr- • 

Considérons maintenant Fensembie des deux courbes à charge variable et à 
charge constante en fonction du temps (les arrêts étant faits eu des points corres- 
pondants), d'abord pour le débit D, ensuite pour le débit D'. La double courbe D' 

se déduit de la double courbe D en dilatant les ordonnées dans le rapport ^,9 ce 

qui revient à étendre à la courbe à charge constante la loi qui s'applique au moins 
très sensiblement à la courbe à charge variable. L'expérience vérifie celte hjpo- 
thèse à l'approximation nécessairement très limitée des expériences. 

Voici quel serait analjliquement l'énoncé de cette loi dans le cas où l'on ad- 
mettrait comme première approximation la forme 

X = Alog(B/-M). 
Les deux courbes seraient 

X=5|log(B^-hi), V=^log(B'^'-M). 

La règle précédente revient à poser 



d'où 



[l'oii enfin 



Iz^V identiquement pour v^i^nv^t'; 



» B' V '0, /B^i. 



Toutes les courbes correspondant au même point d'arrêt et à des débits difle* 
rents entreraient donc dans la forme 



X = Alog(î^/-hi), 



011 A serait une constante absolue. 

Ce que nous disions pour la torsion (§ XXX du Mémoire cité) rentre dans ce 
qui précède : pour représenter au moins approximativement le phénomène ana- 
logue (déperdition de couple), nous proposions la forme 
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el disions que M croît avec la vitesse de rotation : c'est évident sous la forme 



= Alog(^^ + ij 



à laquelle notre hypothèse nous a amenés. 
De cette dernière forme nous tirons 

J_ f^ — ^ — ' 

i»; ci£ — r'y ~" i»; t 



La vilesse d'allongement au temps t comparée à la vitesse initiale diminue d'au- 
tant plus vite que le débit est plus grand. 

Conséquences théoriques. 

Le fait que la courbe de traction, au moins à froid, est sensiblement indépen- 
dante du débit semble, à première vue, ])rouver que le temps n'intervient pas 
comme variable indépendante; en d'autres termes, que l'état de la matière du iil 
en un point ne dépend pas de la vitesse avec laquelle on l'a amenée en ce point. 
Mais, s'il en était ainsi, la courbe d'allongement à charge constante devrait, elle 
aussi, être indépendante du débit. Or il n'en est rien ; le fil semble se souvenir de 
la vitesse avec laquelle on l'a allongé. On ne pourrait, d'ailleurs, pas faire inter- 
venir ici, pour expliquer le phénomène, de petits cycles de traction et de tempé- 
rature qui devraient, à charge constante, produire des eflets indépendants du 
débit sur la courbe à charge variable. 

Les phénomènes sont tellement nets dans leur ensemble qu'il n'y a pas moyen 
de les mettre en doute. 

Des courbures de part et cV autre du point de raccordement. 

On peut chercher d'une manière plus générale la manière dont les courbes à 
charge variable et à charge constante se raccordent, la première de ces courbes 
ayant des formes quelconques et non plus seulement celles que nous avons étudiées 
précédemment et qui correspondent à du fil d'abord fortement étiré à la filière, 
puis plus ou moins ramolli par le recuit. 

On peut alors commodément se servir du cathétomètre : le procédé expéri- 
mental est analogue à celui qui est décrit au § XXVI du Mémoire cité. Sur la 
torsion des fils fins. On vise une graduation sur verre qui est liée à l'extrémité 
du fil allongé. Pendant l'écoulement, on détermine le temps qui s'écoule entre 
les passages sur le réticule de la lunette d'une série de traits consécutifs ; ces temps 
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permettraient de construire la courbe à charge variable. Au moment où un trait 
passe sur le réticule, on sup[)rime récoulement et l'on détermine les temps /|, 
^2, • • • , nécessaires pour que les traits suivants viennent y passer. Soit to\e temps 
que met le fil à s'allonger du dernier intervalle sur la courbe à charge variable; 
on a sensiblement, à un facteur constant près, 



«'o = 



La comparaison des temps /q et /| renseigne immédiatement sur la courbure 
des deux courbes au voisinage de leur point de raccordement tangentiel. 

Étudions d'une manière générale comment les choses peuvent se passer. 

Soit A le point de raccordement : la courbe à débit constant a OAB comme 
cercle osculateur ïïu point A. Traçons le cercle symétrique de même tangente Ai*' 



Temps 



l'ig. II. 




Courbe 



etP 
dit 



= Cu 



Allonqements 



et de même rayon, soit AC. Si la courbe à charge constante a ce cercle oscillateur, 
on doit trouver /o= ^n quel que soit le petit allongement auquel correspondent 
/o et /|, pourvu qu'il soit petit. 

Si la courbe à charge constante a un cercle osculateur de rayon plus petit Ai, 
on a /| >> /o : c'est ce qui se présente généralement pour toutes les courbes de 
traction que nous avons déjà étudiées; la Jig, lo en donne des exemples. Mais il' 
peut se faire que la courbe à charge constante passe dans la région a et même que 
l'on ait, suivant 'i' ou 2", une courbure dans le même sens; on trouve alors 
/i<;^o- Nous verrons des exemples de tous ces cas et nous apprendrons à les 
faire naître à volonté. 

Quand la courbe rfP = o se trouve sous la droite A 2', comme en définitive elle 
admet toujours une asymptote voisine de la verticale, elle présente un point 
d'inflexion qui se trouve au delà du point de raccordement. Les courbes rfP = o 
qui sont au-dessus de 2' ont leur inflexion au point de raccordement même : c'est 
le cas général. 
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On peut prévoir à quel type se rapporteront les courbes rfP = o par la re- 
marque suivante. Ces courbes participent au début plus de la partie de la courbe 
à débit constant qui vient après le point de raccordement que de celle qui est avant. 
Plus, après le point A, la courbe à débit constant (déterminée, bien entendu, sur 
un fil identique) s'infléchit, plus la courbe rfP = o tend elle-même à le faire, à entrer 
dans la région 'a et même à conserver une courbure de même sens que la courbe 
à débit constant. 



Des effets d* allongement sous charge constante. 

Les allongements à charge constante n'ont pas les mêmes eflbts que les allon- 
gements à charge variable. Comparons la courbe de traction sans discontinuité 
avec celle qu'on obtient en supprimant l'écoulement et le rétablissant ensuile. 

Première expérience. — La courbe parcourue sans arrêt (yig. 12) serait 




.'0' 



ABCD. Au point B, on arrête l'écoulement : on décrit à charge constante la 
droite BC. On rétablit alors Técoulemenl. La nouvelle courbe à débit constant 
n'est pas CD' parallèle à BD; elle se relève rapidement et va se raccorder à la 
courbe ABCD, d'autant plus loin que l'arrêt a été plus long. Les difl'érences ex- 
périmentales très petites sont attribuables aux petites différences qui existent tou- 
jours entre plusieurs fils. 

Seconde expérience. — La courbe est parcourue sans arrêt {/ig» i3) jusqu'au 
point B. On produit alors des arrêts égaux, T| = 10 minutes par exemple, et des 
écoulements pendant des temps courts égaux Tq= ao secondes. Pendant les 
temps T,, on décrit les droites (t/P = o), BM, NG, HK, ...; pendant les 
temps To, on décrit les courbes (rfD = o), MN, GH, .... 

Les points N, H, I ainsi obtenus ne sont pas sur la courbe AB prolongée, soit 
ABCDE, qui aurait été suivie si l'écoulement avait été continu; mais ils s'en rap- 
prochent à mesure que le nombre des opérations augmente. Les allongements BM, 
Fac. de T., a* S., I. ^n 
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NG, IIK, ... ne croissent plus nécessairement à mesure qu'on va vers la droile; 
la ////•. 1 3 qui reproduit une courbe expérimentale montre que NG est un minimum. 

7'roisième expérience. — Employons une technique plus systématique. Dès 
le début de la cotn'he, l'écoulement se fait pendant des temps égaux T^; il esl 



Fijj:. i3. 



E^ 




supprimé pendant des temps égaux T|. Oa remplace ainsi la courbe continue par 
une courbe (Jlg' i4) discontinue ABGDE, . .. Supposons que les intervalles Tp 
restent constants, et qu'on ne fasse varier que T|. 

La compensation est parfaite; les différentes courbes qui correspondent h dos 



FiR. i4. 




I 



temps croissants sont ACEG (T, -^ o), ABGDE, AB'CD'E, ...; elles passent 
toutes par les points fixes A, G, E, G, . . • . 
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Les ailon<2;ements forment deux séries : 



A charge constnnlc. 



A charge variable . . 



. .. AB'S CD", EF« (inlerxallos T,), 
... B"P, D''o, F«© (intervalles To). 



Les sommes AB"-|-B''fi, . . . sont indépendantes de T, pour un même Ty. 

Faire varier T,, revient à choisir difieremmenl les points communs à toules les 
courbes. 

La forme des courbes de raccord B^C, D"E, . . . dépend de l'inlervalle T|. Si 
T| est grand, la courbe de raccord débute pres(|ue verticalement avec la ïangente 
caracléristique; à mesure que T| diminue, la tangente de départ s'incline vers 



Fij*. i5. 



dP'O 




dP'O 




rhorizonlale : la tangente de départ en B", D" se redresse à mesure que n grandit. 

AB 

Sur une même courbe discontinue, nous pouvons comparer les rapports TT-â> 

CD 

lyrj» •••• Ce rapport, petit au début de la courbe, croît quand on va vers la 

droite. 

On a représenté {Jig* i5) le résnitat de rexpérience en prenant le temps pour 
ordonnée. 



Courbe de traction décrite en plusieurs fois aiu*c retour 

à la charge nulle. 

L'appareil a été légèrement modifié pour ces expériences. Le seau de charge 
est terminé par un entonnoir en zinc terminé par un robinet qu'on peut ouvrir 
sans secousses. On accroche sous le seau, par un fil de fer, un poids de Soo^'" qu'on 
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peiil supprimer brusquement en coupant le fil. Voici maintenant comment on 
fait rexpérience (fil recuit) : 

On décrit la courbe de traction ABC ^fig* i6); parvenu au point C, on sup- 
prime Técoulement et après un temps t connu, pendant lequel on décrit (dV = o) 
la branche CD, on supprime brusquement la plus grande partie de la charge, en 
coupant le fil de fer d^abord, puis en ouvrant le robinet. Ceci fait, on enlève Feau 
du vase cvlindrique de l'enregistreur, et l'on recommence sans toucher au crayon. 
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Charges 
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Allongement d« 5*^ 



Allongements 



On obtient une nouvelle courbe formée d'une partie rectiligne EF, puis brusque- 
ment infléchie FG. 

La /ig. i() donne le calque des courbes enregistrées pour trois fils aussi iden- 
tiques que possible, les points d'arrêt C correspondant au même allongement et 
les portions CD correspondant à des temps t égaux à o seconde, 90 secondes et 
<)(»o secondes. 

Les branches FG se raccordent tangenliellement au prolongement des 
<*ourl)es AC. 

La branche EF ne vient pus passer par le point D, mais commence à s^infléchir 



SUI\ LES COURBES DE DÉFORMATION DES FILS. SGg 

avant ce point; elle passe dessous. Elle passe d^autant plus près du point D que 
la branche CD (ou le temps à charge constante /) est plus grande. 

Discussion du principe de Tresca. 

Tresca a énoncé, dès 1871 et repris en 1884, ""c loi connue sous le nom de 
principe de Tresca : « Des rails d'acier ou de fer, après avoir conservé, par suite 
de Taltération de leur élasticité, une flèche permanente très marquée, étaient de- 
venus en même temps parfaitement élastiques, jusqu'à la limite de charge à 
laquelle ils avaient été soumis une première fois. Pour certaines barres, le même 
résultat s'est renouvelé cinq fois de suite et l'on peut ainsi étendre successivement 
leur période d'élasticité parfaite sans que le coefficient d'élasticité paraisse éprou- 
ver une modification appréciable. 

» Celte propriété les rapproche manifestement des corps cassants et il faudrait 
bien se garder, par conséquent, de recourir à ces procédés pour élargir la période 
élastique des matériaux employés dans les constructions. )> 

Celte loi serait très importante, mais on voit par les expériences précédentes 
qu'elle n'est qu'approchée. Elle reviendrait à dire que la courbe EF aboutit reclili- 
gnement et exactement au point D. Nos expériences montrent aussi à quelles con- 
ditions l'énoncé est de mieux en mieux satisfait. La courbe E'T'^ passe beaucoup 
plus près du point D" que EF du point D; mais corrélativement E"F" se prolonge 
presque rectilignement sensiblement au delà de la charge correspondant au 
point D". 

On a voulu étendre ce principe à la torsion (Wiedemann, Canlone, etc.). J'ai 
montré qu'il ne s'appliquait rigoureusement pas plus à l'un des phénomènes qu'à 
l'autre. Pour la torsion on peut même rendre l'écart plus grand, parce que, après 
avoir tordu dans un sens, on peut non seulement ramener au couple nul, mais 
tordre dans l'autre. On se reportera pour la discussion à mon Mémoire [-5i//' les 
principales expériences de torsion [Annales de la Faculté des Sciences de 
Toulouse; 1898)]. 

On comprendra mieux maintenant ce que nous disions, page 35i, à propos du 
recuit industriel et de l'allongement sans filière qu'un fil subit nécessairement 
quand on l'enroule après le recuit. Nous disions, et en cela nous sommes en con- 
tradiction avec le texte cité de Tresca, qu'en un sens cet allongement était néces- 
saire pour rendre le fil utilisable. Il est incontestable que si le fil doit supporter, 
dans le rôle pour lequel on le choisit, une certaine tension, il faut qu'il soit par- 
faitement élastique jusqu'à cette tension; la discussion ne peut porter que sur la 
manière dont on lui donnera cette qualité; a priori, et en général, on ne voit pas 
pourquoi elle ne lui serait pas conférée aussi bien par allongement sans filière 
que par une passe très lâche avec filière ou par tout autre mo^en. 
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Aus^i l)ion cela dépend essentiellement de l'étal (|u^on veut obtenir et do la 
courbe de traction que le fil doit posséder en définitive. 

Courbe r/P = o à partir cran point de la courbe EFG {fig' i6). 

La couibc de traction EFG présente une partie F à rayon de courbure très 
pclit (|ni nous permet de soumettre au contrôle de rexpérieucc certaines consé- 
quences de la loi énoncée page 364. Supposons qu'après avoir décrit la brandie 
VBC et le début de la branche EF on arrête brusquement récoulemenl en un 
point c un peu avant le commencement de la courbure. 

Nous pouvons prévoir <jue : 

I'* I.e point de raccordement ne sera plus un point d'inflexion; 

'»'* La courbure sur les courbes rfP = o et dD = o sera de même sens; 

.i" Les plK'noinènes dépendront beaucoup de la position du point e; 

f Le point d^inllexion pourra être après le point de raccordement, avec la 
condition ^, <1 /o {voir p. 364). 

La fig, 17 est la rej)roduction d'une courbe expérimentale. 



Kig. 17. 



Temps 




llrn^ 



meno 



Le point (Finflexion n'est pas en c, mais plus loin en L Sur la courbe de droite, 
la partie ee' {dV =0) est sensiblement rectiligne, le point e d'arrêt avait été pris 
trop bas. (^ette expérience est très complexe; il y a trois courbes bien dislincles : 
i" la courbe de préparation AB(], décharge brusque en C; a** la courbe de trac- 
tion <) débit constant du fil déjà préparé, courbe dont on voit l'extrémilé en Ee. 
3" la courbe à charge constante e\e'. 
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§ IV. — Comparaison des procédés d'écrouissage avec ou sans filièuf. 

Au premier rang des procédés au mojcn desquels on écrouit un fil (en d'autres 
lermes, on rectifie sa courbe de traction), nous mettrons le passage à la filiiTr 
(|ue nous allons d'abord étudier. 

La filière n'opère pas seulement sur les parties extérieures du fil ; sr)n action su 
produit dans toute la section droite, comme le prouve Texistence des deux 
sortes de fils dits à la Wollaston. 

1° Les fils d'or employés dans la passementerie ne sont pas massifs; on étire 
un bâton de cuivre rouge ou d'argent, recouvert d'une mince feuille d'or et pos- 
sédant à l'origine un diamètre de 3*^"'; la feuille d'or pèse quelques grammes. On 
étire Tensemble à l'épaisseur d'un cheveu. L'or couvre encore la matière du bâton, 
la couche superficielle est respectée. 

2° On étire un fil de platine recouvert d'un tube d'argent. On recuit le (il 
devenu raide;on entoure d'un nouveau tube d'argent et l'on recommence; et ainsi 
de suite. A la fin on dissout l'argent dans l'acide azotique et l'on fait apparaître 
l'àme de platine : l'axe du cylindre est respecté. 

La déformation se fait donc d'une manière uniforme sur toute la section. 

La régularité des déformations du fil pendant l'étirage dépend principalement 
du profil de la filière, sans qu'il soit possible de préciser le phénomène. 

\uZ jig. i8 représente la section de la filière par un plan passant par l'axe du 

Fig. i8. 




trou. La courbe utile d'entrée BA se raccorde en A au trou cylindrique AE. Elle 
est précédée par une courbe BC que le fil ne touche jamais et dont le profil est 
quelconque. La courbe de sortie EF est semblable, sauf les dimensions, à la 
courbe d'entrée; elle permet au fil de reculer sans s'abîmer et soutient la filière 
qui s'en irait en éclats sous la pression du métal. 

La courbe utile BA peut être assimilée à une parabole dont chaque élément a 
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pour tangente le côté de Touiil en forme de cône qui a servi à Tëtablir. La cour- 
hiirc movennC; ou le rayon du cercle osculateur dans la partie utile, dépend de 
la section du fil à obtenir et du métal. Ainsi, à section égale, le rayon de courbure 
est choisi plus grand pour Tor que pour l'argent; pour l'acier, la parabole AU 
devient presque une droite qui se raccorde brusquement à la génératrice du 
cylindre AE. 

Pour tréfiler on fait passer le fil successivement par une série de trous de 
plus en plus fins, percés dans des plaques d'acier ou de fonte : il importe de ne 
pas cherchera trop diminuer d'un coup la section. Les diamètres des trous sont 
(*hoisis (le manière que la section varie de l'un à l'autre d'un tant <^/o à peu près 
conslanl et voisin de 20 "/o pour les diamètres compris entre o"*",! et i""". Comme 
la donsitr varie peu pendant le tréfilage, la longueur augmente sensiblement de 
'io "/o à chaque passe. 

Les filières dont nous nous sommes servis ont trente trous entre les diamètres 
indiques i""" et o'"™, 2. Si l'on admet que d'un trou à l'autre l'allongement est le 
même, on aura 0:^^ = 9.0 : soit un allongement de 11, 3 ®/o d'un trou à l'autre; 
mais en pratique les passes varient de 3 à 4o "/©, tant les diamètres des trous sont 
irrégulièrement distribués. 

Les diamètres de iils de dilTôrents métaux, qui sortent d'un même trou de la 
filière, ne sont pas égaux. 

C^uand on dégrossit un fil, on saute un trou sur deux; pour les dernières passes, 
on suit l'ordre des numéros : cela dépend aussi de la qualité du métal, de la force 
mécanique dont on dispose et du degré de finesse que doit avoir le fil fini. 

Le fil se modifie par le tréfilage; après un certain nombre de passes, on le recuit 
pour lui rendre sa ductilité. Nous savons déjà comment se font le recuit et le 
décapage, qui en est la conséquence nécessaire. La première passe après le recuit 
^(» fait à faible serrage pour égaliser le diamètre. 

Si Ton veut que le fil reste bien homogène dans l'étirage, il faut prendre 
quelques précautions. Voici comment nous avons opéré. 

La filière est placée verticalemenl au milieu d'un long banc à tirer de près 
de G*". Une première cordelette liorizontale passe à la hauteur de la filière sur une 
poulie à axe horizontal, descend alors verticalement dans un trou percé dans le 
plafond et porte un poids suffisant pour tendre le fil; à l'autre bout de cette cor- 
ilch'tte est un crochet au(|uel on accroche le Gl à étirer; on est ainsi assuré qu'il 
est toujours également tendu. Un petit liteau fixé au crochet empêche le (il de se 
tordre sous l'action de la corde tendue. 

On commence à tirer avec une pince une dizaine de centimètres du fil, puis on 
rattache à un crochet fixé sur une seconde cordelette (|ui passe sur une secoilde 
poulie et par l'intermédiaire de laquelle se fait l'étirage. Le fil est graissé conve- 
nablement avec (le rhuile à nia(*hine. Ce procédé ne permet d'étirer à la fois que 
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(les Louis de 3"*; mais il présente le grand avantage que le fil est rectiligne uvant 
el après la filière, régulièrement icndu avant la filière; le (SI étiré ne s'enroule pas 
sur lui-même, il reste rectiligne : preuve que l'élirage s'est fait bien réguliè- 
rement. 



Comparaison du faisceau des courbes du fil étiré t 
et du fil étiré sans filière. 



la filière 



Nous allons d'abord comparer le faisceau des courbes du fil étiré à la filière et 
du fil étiré sans filière, le (Il initial étant parfaitement recuit. D'après ce que 
nous avons dit p. 36^, il n'est pas nécessaire de décrire le second faisceau ; il suffit 
de connaître la courbe complète de traction du fil initial, puisque les autres 




courbes doivent venir s'j raccorder. La fig. 19 donne en I la courbe de traction 

du fil industriel qui a servi aux expériences : elle présente une partie rectilign.; 

Fae. dt T., f S., I. 4^ 
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dont nous avons expliqué, p. 35 1, la cause. Si nous étirons ce (il sans filière 
de 5 ®/o, par exemple, en donnant comme origine à la courbe de traction de ce fil 
étiré le point 5 ®/o sur l'axe des abscisses, cette courbe doit, d'après ce que nous 
savons, coïncider avec la courbe marquée If, s'infléchir assez brusquement et venir 
se raccorder à la courbe I. 

En définitive, la comparaison revient simplement à étirer le fil à la filière d'un 
lanl "/o connu, à en prendre pour l'essai une longueur convenable, à donner à sa 
courbe de traction une origine convenable sur Taxe des abscisses et à examiner 
comment elle se comporte par rapport à la courbe 1. 

Puisque nous avons employé le fil industriel dont la courbe de Iraclion est f, le 
fil qu'on étire à la filière n'est donc pas absolument mou ; les phénomènes en sont 
altérés d'une façon négligeable. Remarquons toutefois que, d'après ce qui pré- 
cède, la courbe f, après la parlic recliligne, est la même que si nous nous étions 
cfleclivement servis d'un fil parfaitement mou. Rigoureusement parlant, nos expé- 
riences d'étirage à la filière ont donc porté sur du fil d'abord étiré de 2 ou 3 ^^'o 
sans filière, puis de n ®/o avec filière. Les mêmes difficultés se présenteraient 
d'ailleurs avec des fils recuits suivant nos procédés, d'après ce qui est expliqué 
p. 35i, et nous avons tenu à faire ces expériences sur du fil industriel. 

On rencontre dans ces expériences deux difficultés : i" ce n'est que par hasard 
que les trous se succèdent d'assez près pour qu'on puisse graduer les passes; il 
est impossible pratiquement de faire fabriquer des filières spéciales; 2" tout dé- 
faut dans le mode d'attache entraîne la rupture prématurée au niveau des points 
d'attache. 

L'allongement dû à la passe se déduit du poids de 1*" de fil; la densité ne reste 
pas rigoureusement constante, mais l'erreur est négligeable. Chaque bout de fil 
ne subit qu'une passe. La /ig. 19 donne le résultat de l'expérience. Le fil em- 
ployé pesait i6'',834 par mètre. 

Les allongements par la filière modifient donc énormément la courbe de trac- 
tion ; ces courbes ont un aspect particulier qui les fait reconnaître à première vue. 
De toutes les courbes de traction que l'on peut obtenir, elles présentent la plus 
rapide variation de courbure, elles se confondent le plus possible avec deux 
droites presque rcclangulaiies, et pourraient être le mieux de toutes représentées 
par une formule hyperbolique. C'est pour elles que l'hypothèse classique d'une 
tension-limite se vérifierait le mieux. On voit qu'il n'y a aucune ressemblance 
entre les courbes qui résultent d'un même allongement avec ou sans filière et l'on 
>'élonne qu'on ait jamais pu soutenir (|uc la même déformation produit le même 
efi'et, quel que soit le procédé employé pour l'obtenir (voir plus haut, p. 356). 

Peut-on dire qu'au delà d'un allongement à la filière relativement faible, 20 •/© 
par exemple, le (il casse néccssa ire m eni sans MoDgemeni appréciable, en d'autres 
termes, que la courbe de traction est nécessairement recliligne. jusqu'à la rup- 
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La fig. 20 représente le résultat d'une expérience analogue à la précédente, 
mais plus complète : 

1" La courbe ABE (courbe 1) est la courbe complète de traction sans filière 
(longueur initiale, i"*); 

!>." Avec un autre bout de fil, aussi identique que possible, on décrit la courbe 
de traction sans filière jusqu'au point B' correspondant à un allongement de i4 Voi 
on supprime brusquement la cliarge, suivant la technique expliquée p. 374» on 
décrit à nouveau la courbe de traction C'D'E'. Les parties AB cl A'B' devraient 
coïncider, la partie D'E' se raccorder à BE; mais on a donné à la courbe ABE un 
petit décalage, de manière qu'on puisse les comparer sans qu'elles se confondent 
(courbe 2). 

3'* On allonge avec la filière de i4 ®/o> on prend une longueur de i"',i4 et l'on 
décrit la courbe de traction en faisant en sorte que le crayon soit au départ sur 
la courbe CD'. La courbe coïncide d'abord complètement avec CD', s'en sépare 
en D'^ et continue jusqu'en E'' où le fil casse (courbe 3). 

Bien entendu le tant ®/o d'allongement est déterminé par la filière que l'on pos- 
sède et le point B' est choisi sur la courbe de traction sans filière, de manière à 
lui être égal. 

Cette expérience est donc l'expérience complète; nous l'avons un peu siinplifiée, 
comme on l'a vu, pour obtenir la série de \aj/g, ig. Les /7^. 19 et '20 sont les 
reproduclions de tracés expérimentaux. 



Effort et trrtiYiil nécessaires pour tirer un fil à la filière. 

Nous avons marqué en C, sur les courbes de \dijig, ly, la grandeur de l'crtort (r 
nécessaire pour faire passer le fil à la filière, effort déterminé au moyen d'un 
pcson pendant l'opération même. On a vu, dans la description du banc à tirer, 
que le fil était légèrement tendu par un poids avant d'entrer dans les trous de la 
filière, à seul fin qu'il se présentât rectiligncmcnt à la passe; cette tension est 
d'environ 400^''. Si elle n'existait pas, l'effort à exercer pour la passe serait sen- 
siblement égal à <^ — 4oo. 

L'effort nécessaire à faire passer le fil est donc considérablement inférieur 
a l'effort qui produirait une déformation permanente ou casserait le fil; il dépend 
d'ailleurs de la perfection de la filière et du graissage; dans nos expériences, le 
fil est littéralement noyé dans de l'huile à machine. Nous pouvons donc admettre 
que, pour une filière bien construite, un bon graissage et un fil suffisamment 
régulier, le fil ne s'allonge certainement pas hors de la filière. Nous i/avons 
donc pas le droit de distinguer, comme tant de gens le font, les effets de la filière 
en deux calégories : les uns qui auraient lieu pendant le passage, les autres après 
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le passage. L'effel complexe, mais indivisible, consisle en une sorte de pétrissage 
avec diminiilion de diamètre. 

Nous avons repris ces expériences plus sjslémaliquement sur les mêmes fils, 
en plaçant la filière horizontalement et en suspendant au fil des poids croissants, 
jusqu'à ce que la passe se produise : autant qu'il est possible de le conclure d'ex- 
périences nécessairement peu précises, la courbe eflbrt-allongement produit par 
la passe, à partir de bouts de fils identiques, est une droite qui ne passe pas par 
Torigine. Les allongements, produits toujours en une seule passe, allaient jus- 
qu'à 4i Vo î '' fallait alors SiSo^*" pour faire passer le fil. Mais nous ne devons pas 
trop conclure et oublier que le fil dont nous nous servions n'était pas parfaite- 
ment mou. 

Evaluons le travail dépensé dans le passage. Soient IB la tension que supporte 
le brin aval et (d' la tension du brin amont; soient Iq la longueur primitive, / la 
longueur finale. 

Le travail perdu dans le passage est (B — -j(r>' par unité de longueur de fil étiré ; 

car nous pouvons ensuite utiliser l'énergie potentielle /©(s' acquise par le poids 
tenseur. Ce travail est, en somme, considérable : pour le fil pesant i^'',834 par 
mètre et ayant à peu près 5ooï* de diamètre un allongement de 5 ®/o absorbe près 
de i'^8"',o5 par mètre étiré. 

On peut se demander quelle relation existe entre S et (s'; l'hypothèse naturelle 
serait de poser G — (s'=const.; la différence des tractions des deux côtés de la 
filière serait la même. L'expérience montre qu'on est plus près de la vérité en po- 
sant que le travail est constant, soit 

(P — yÇ'=:C0nSt., 

ce qui entraîne comme conséquence que la différence G — G' diminue quand G' 
augmente. Ainsi un fil déjà raide qui non tendu passe sous une traction de ^^^,5, 
passe sous 6^^, 5 quand on tend le brin amont par un poids de 3^^ : il s'allongeait 
dans cette passe de 5o ®/o : la diflérence des tensions est 4*'^?5 dans le premier 
cas et S*'^, 5 dans le second. 

Pressions normales supportées latéralement par le Jil dans la filière. 

Évaluons la pression normale dans le cas d'une filière schématique {^fig* 21). 
Admettons que cette pression N soit la même sur chaque élément de la surface 
utile S de la partie AB du profil. Soient F la traction normale par unité de ur- 
face et s la section du fil sur le brin aval; S == F5 est la tension totale. Soit, pour 
simplifier, ©'= o, La tension S doit être équilibrée par des forces égales et con- 
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Iraires qui ne peuvent provenir que de raclion de la filière sur le fil el réi»ulteiU 
de deux composâmes ; 1" la projection NSsina de la pression normale parallèle- 
ment à Taxe du trou; '>/' la projection sur la même direction des frottements ré- 
sultant de celte pression, NS/cosa, si /est le coefficient de frottement; d'où 

s " 



N =. i -. 



S sin« -+- /"cosa 

Les surfaces 5 et S sont du même ordre de grandeur, sina-h/cosa est 7> />, soit 
>► 0,1 en mettant les choses au mieux. Donc N peut être évalué à 10 fois F, tout 
an plus. 

Nous pouvons maintenant nous faire une idée de Tordre- de grandeur de la 
pression latérale, f^our le fil dont le poids par mètre est 1*', 8^3 et un allonge- 

Fig. 31. 




ment de 5,o4**/oî la traction G était sensiblement iSoo^*^^ ce qui donne, en ad- 
mettant 8,9 pour densité, une section de o""*V^'^7 et une traction de 6*^^,3 par 
millimètre carré; soit 63o''^ par centimètre carré ou 63o atmosphères. Il ne doit 
pas être très exagéré d'évaluer à f^ooo ou 3ooo atmosphères la pression normale. 



Propriétés du /il plus ou moins allongé à la filière. 

Dès que l'allongement à la filière devient un peu grand, la forme de la courbe 
de traction ne nous apprend plus grand'chose, parce que pratiquement la rupture 
so fait après un allongement de plus en plus faible, sans qu'il soit possible de 
préjuger si des procédés d'attache plus parfaits ou une plus grande homogénéité 
du (il permettrait des allongements plus notables. On sait qu'un fil de cuivre re- 
cuit peut s'allonger de /(oo ®/o ou plus : la nature de la matière change-t-elle pen- 
<lant les allongements ou bien atteint-elle rapidement une nature limite? 

Si la forme de la courbe de traction ne nous apprend pas grand'chose, nous 
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Le fil qui a été le moins étiré a donc une courbe de traclion qui est beaucoup 
au-dessus de celle du fil le plus étiré. 

Ce nV'st pas tout : décrivons les faisceaux des courbes de Iraclion pour les 
deux iils recuits à la température invariable T, en prenant le temps de recuit / 
comme paramètre. L'expérience montre que les deux faisceaux sont distincts, de 
sorte qu'on ne peut pas les faire coïncider en établissant une certaine loi 

/(^,^)^o 

entre les temps de recuits pour Tun et Tautre faisceau. 

I^es courbes du fil le moins étiré sont à leur début plus verticales, puis ensuite 
plus horizontales avec un plus faible rajon de courbure en leur infléchissement. 

On comprend maintenant pourquoi nous insistions au § II sur celte condition 
que les fils recuits avaient subi à la filière un fort allongement : c'était pour opérer 
sur une matière ayant autant que possible sa nature limite et, par conséquent, 
bien définie (voir p. 355 et 35G). 



Comparaison par recuit des fils étirés avec ou sans filière. 

(^ue le recuit agit d'une manière toute difl<érente sur les uns et les autres, c'est 
ce que l'expérience suivante montre à suffisance de preuve (fig* 25s). 



Fig. 33, 



Charg«« 




Allong«m«nU 



Le^ courbes F sont obtenues avec les fils étirés avec filière, les courbes S avec 
les fils étirés sans filière et du même tant ®/o. Pour F et S le recuit est nul^ il a 
<luré, à 298", 120 secondes pour F' et S', 3oo secondes pour F^ et S"'. Les circon- 
stances de rexpérieuce la rendent remarquablement concluante. F est au-dessus 
de toutes les courbes S; déjà F' est au-dessous et F" a fortiori. 
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CeUe expérience donne la raison d'une foule de divergences, jusqu^à présent 
inexpliquées, dans les résultats obtenus pour le recuit. Quand on emploie des 
éprouveltes volumineuses, découpées on ne sait trop comment dans des pièces 
lamînéeSy martelées, travaillées des façons les plus diverses, on s'expose aux ré- 
sultats les plus contradictoires. 

Nous avons repris cette expérience plus systématiquement. 

Les fils fortement étirés à la filière avaient subi les opérations suivantes : 

i" Recuit lo minutes à 3o3^. 

'i'* Allongement sans filière de la ^/q. 

3^ Recuit à 3o3°, pendant des temps t variables. 

Ces opérations terminées, on fait Tessai de traction. Nous donnons ci-dessous 
le résultat de l'expérience pour des fils dont la masse par mètre était d'abord i , 556 
et est devenue 1,389 après l'allongement sans filière de 12 ^/q : pour obtenir les 
nombres du Tableau, on a divisé les charges obtenues par cette masse 1,389. 
En construisant les courbes avec ces nombres, on verra à quel point la courbure 
est brusque même pour le recuit de 3o"*. Sur le fil étiré fortement à la filière la 
courbe de traction après ce recuit serait très infléchie, correspondrait à une 
grande mollesse. 

Recuits à 3o3" : I pendant o", II pendant 5", III pendant So". 



Allongements */•• 


I. 


II. 


III. 


1,25 


2764 


2661 


2577 


a,5o 


2834 


2742 


2684 


3,75 


2904 


2817 


'^M 


5,00 


•2953 


2882 


2834 


6,25 


3oo6 


2936 


2893 


7,5o 


3o49 


29«4 


2941 


8,75 


3o86 


3027 


2979 


10,00 


3ii8 


3o65 


3oi6 


1-2,50 


3169 


3ii9 


3075 


i5,oo 


32o5 


3i5i 


3lI2 


17,50 


3232 


3173 


3i4o 



Nous ne pouvions pas nous attendre à ce que les faisceaux pour différentes 
durées de recuit à une température donnée, pour les fils étirés avec filière (F) et 
sans filière (S), puissent rentrer l'un dans l'autre, puisque les courbes initiales 
n'ont aucun rapport entre elles. Il aurait pu seulement se faire que les courbes 
des faisceaux F et S se fussent ramenées comme parallèlement à la forme corres- 
pondant à la mollesse parfaite (courbe M), les courbes F restant toujours au- 
dessus des courbes S ; il n'en est rien. 

Il semble, de plus, que les courbes S cessent de se modifier bien avant 

Fac. de 7*., a" S., I. 49 
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d'atteindre la forme limite M. Mais nous avons déjà mis en garde contre l'hypo- 
thèse de ces limites distinctes de M, dont Texistence apparente tient peut-être 
seulement à ce que Fexpérience ne dure pas assez longtemps. 

Relation des expériences actuelles avec la forme des courbes de traction 
à des températures supérieures à la température ordinaire. 

Comme conséquence des expériences précédentes, on serait tenté de faire un 
raisonnement absurde que nous devons réfuter à l'avance. On pourrait dire que 
la difficulté du recuit des fils étirés sans filière po.uvait être prévue d'après ce fait 
que la courbe de traction à haute température avec un fil initialement mou ne se 
ramène pas à la droite P = o : que si le fil se recuisait complètement à tonte 
température le fait précédent serait impossible. 

On confondrait dans ce raisonnement des phénomènes très différents. Une 
déformation effectuée à la température T produit un certain changement de na- 
ture; ce changement peut n'être stable qu'à la température T et encore seulement 
en partie. Il peut disparaître à toute température T| >> T. Il ne résulte pas de là 
que la même déformation effectuée à la température T| ne puisse pas produire un 
changement de nature analogue au précédent et stable au moins en partie à la 
température T|. Conséquemment un fil étiré sans filière à 20" pourrait se recuire 
complètement à 200°, et un fil étiré sans filière à 200" pourrait parfaitement 
s'écrouir d'une façon stable. Il n'y a là aucune contradiction logique : les expé- 
riences qui précèdent ne peuvent donc pas se prévoir, à l'aide des expériences 
sur les courbes de traction à haute température. 

L'expérience suivante vaudrait la peine d'être tentée : un fil écroui à la filière 
se recuit très vile à 400" : quel- sera l'état du fîl qu'on ferait passer à la filière à 
4oo**? A priori, il sera tout différent de celui du fil qu'on ferait passer à la filière 
à 20® et porterait ensuite à /{oo*** 

Pu nombre des faisceaux des courbes de traction 
et de V irré\'ersibilité des phénomènes. 

Essayons de classer les faisceaux que nous avons obtenus. Nous emploierons 
les symboles suivants : H, recuit; F, passé à la filière; S, étiré sans filière. 

1" Faisceaux des courbes du fil étiré fortement à la filière et recuit des 
temps différents t à la température donnée T; Symbole : F. Rx(/)* 

A priori, il existe une infinité de ces faisceaux admettant chacun T comme 
paramètre. Mais aucune expérience ne nous empêche d'admettre qu'ils se ré- 
duisent à un seul : posons A ^= f\ (ï, t)\ ce faisceau a pour symbole : F. R(A). 

2^ Faisceaux des courbes de traction en fonction de l^ allongement par 
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filière à partir d'un fil parfaitement recuit : Symbole : R«F//, n élani lo 
lant ^/o d'allongement à la filière. 

A priori, il existe une infinité de ces faisceaux, dont la différence tiendrait à 
ce que le même allongement n peut être obtenu par une ou plusieurs passes : le 
profil et la filière seraient encore une cause de dissemblance. 

Il est certain que les faisceaux R^F,, et F« R(A) sont différents : donc, partant 
d'un fil recuit, l'écrouissant complètement par la filière et le recuisant ensuite 
jusqu'à l'état initial, on passera par deux séries différentes d'état de la matière : 
le phénomène est absolument irréversible. 

3** Faisceaux des courbes de traction en fonction de rallongement sans 
filière. 

Les courbes de chaque faisceau se raccordent à une seule et même courbe : 
c'est le principe de Tresca rectifié. 

4** Faisceaux des courbes en fonction du recuit après un allongement sans 
filière à partir d\in état donné : nous ne considérons que le cas particulier 
ayant pour symbole : R«S/| Rr(^)* Dans son état initial le fil est parfaitement mou. 

L'hypothèse la plus simple et qu'aucune expérience ne dément à l'heure 
actuelle consiste à poser 

Rt(/) = R(B), B=/,(T,0. 

5** Faisceaux analogues pour les fils étirés avec filière : R«F„ Rj(/). 

Ainsi, avec des hypothèses simplificatrices qu'autorise seulement l'absence de 
preuves contraires et en nous bornant aux cas les plus simples, nous 'arrivons à 
un nombre considérable de faisceaux distincts, et encore s'agit-il d'un métal par- 
ticulièrement simple. 

Dans le prochain Chapitre, nous étudierons les essais de torsion et la compa- 
raison des courbes obtenues avec les courbes de traction pour le même fil. 
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VARIÉTÉS A TROIS DIMENSIONS, 



PAR M. É. COTTON. 



INTRODUCTION. 

On appelle variété à n dimensions rensemble de n variables Xi et d'une 
forme quadratique de leurs différentielles, à discriminant différent de zéro, le 
ds^ de la variété. 

L'intérêt que présente l'étude de ces variétés s'explique par le grand nombre 
de théories où elles interviennent. On peut citer, en Géométrie, la théorie des 
surfaces et son extension aux espaces à plus de trois dimensions, tes recherches 
sur la nature de l'espace et les Géométries non euclidiennes, les questions rela- 
tives aux contacts de courbes ou de surfaces comprises dans des familles dépendant 
de plusieurs paramètres arbitraires. 

On sait aussi que le problème général de la Dj^namique peut être considéré 
comme une extension du problème des géodésiques aux variétés à un nombre 
quelconque de dimensions. Si l'on remarque, enfin, que certaines propriétés phy- 
siques d'un milieu peuvent être définies au moyen des coellGcienls d'un ds^^ 
comme l'a montré Riemann à propos de la conductibilité calorifique, on voit que 
la Physique mathématique donne encore une nouvelle interprétation des variétés 
précédemment définies. 

Le présent Travail est consacré à l'étude de quelques questions d'Analyse rela- 
tives aux variétés, surtout aux variétés à trois dimensions. II est divisé en cinq 
Chapitres que je vais analyser rapidement. 

Dans le Chapitre I j'expose des résultats connus relatifs aux invariants et aux 
covariants Ae^ ds^. Je rappelle la définition de ces invariants et de ces covariants, 
en la rattachant à la notion générale d'invariant différentiel donnée par M. Lie( * ). 
J'indique alors, d'après le célèbre Mémoire de Christoffel (2), la formation des 
covariants successifs d'une variété. Tous ces covariants dérivent de l'un d'entre 



(*) Mathematische Annalen, t. XXIV. 
(*) Journal de C relie, t. 70. 
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eux, que Chrisloffel désigne par G4. Ce covarlant est une forme quadrilinéaire 
de différentielles, signalée d'abord par Riemann (*), ensuite par Christoffel et 
Lipschitz(^). 

Le procédé employé par Christoffel pour déduire de G4 la suite des autres 
covariants d'un ds^ peut s'étendre à d'autres problèmes, ainsi que l'a montré 
M. Ricci (^). C'est ainsi que l'on peut former des covariants correspondant à 
l'ensemble constitué par une variété donnée et une fonction donnée des variables 
indépendantes. Ces nouveaux covariants conduisent, d'une façon simple, aux 
paramètres différentiels de Lamé et de M. Beltrami. 

Je n'ai donné dans cette première Partie aucune démonstration. Les théorèmes 
généraux sur les invariants différentiels permettent de concevoir que les divers 
covariants ou invariants dont il est question s'obtiennent par des opérations effec- 
tuables, dont on trouve le détail dans les Ouvrages cités. Aucun des résultats 
indiqués n'est nouveau, je signalerai cependant le suivant : Dans le cas d'une va- 
riété à trois dimensions, on peut substituer au covariantG4 un paramètre différen- 
tiel du premier ordre D/* analogue au paramètre différentiel ordinaire A/*. Cette 
légère modification d'un résultat de Christoffel est très importante pour la suite. 

Le Chapitre II est consacré au problème de V application des variétés. On dit, 
par analogie avec un problème de la théorie des surfaces (*), que deux variétés 
à n dimensions, x^ ds'^; x\ ds'^ sont applicables, s'il est possible de trouver une 
transformation de passage exprimant les x en fonction des x' et changeant ds^ 
en ds'^. Le problème de l'application consiste à reconnaître si une pareille trans- 
formation est possible, et, dans ce cas, à la déterminer. Il conduit à l'étude d'un 
système S d'équations aux dérivées partielles du premier et du second ordre, 
auquel on peut appliquer facilement les théorèmes généraux sur les systèmes 
différentiels. On voit ainsi que la transformation de passage dépend, au plus, de 
constantes arbitraires. Le nombre maximum de ces constantes est atteint lorsqu'il 
s'agit de variétés à courbure constante; deux pareilles variétés ayant même 
courbure, sont, d'ailleurs, toujours applicables. 

Je suppose alors que les variétés données sont à trois dimensions, et non à 
courbure constante. Christoffel (*) a donné la solution du problème de l'applica- 
tion lorsque la transformation de passage ne dépend pas de constantes arbitraires. 
Je laisse celte restriction de côté. Pour étudier le système S, je considère l'en- 
semble du paramètre différentiel ordinaire A/ et du paramètre différentiel D/pré- 



{^) Œui'res comptètes, Commentatio mathematica.... 

V*) Journal de Crellt\ t. 70, 71. — Bulletin des Sciences mathématiques, i** série, 
t, IV. 
1^'> Bulletin des Sciences mathématiques, 2* série, l. \VI. 
(*) nvRBOix, Leçons sur la Théorie des sur/aces^ t. III, Livre Vil, Chap. II. 
(*) CiiRisroFFKL, Journal de C relie, l. 70, p. 4<> et a.|i. 
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cédemment défini, comme l'ensemble de àea\ formes quadratiques dont les 
variables seraient les dérivées de /. Cela conduit h envisager certaines formes 
linéaires des dérivées de /, ou, en adoptant une délinition bien connue, certains 
symboles de transformations inOniiésimales h/. Ou obtient de même des 
expressions analogues L'/à partir de la seconde variété; on égale alors les formes 
homologues Ly, \J/; le sysli'-me 5 est ramené ainsi à un type connu d'équations 
linéaires étudié par M. Lie ('). 

Apr^s la discussion des divers cas possibles, je montre que les transformations 
infinitésimales L/sout, en général, échangeables avec les transformations infini- 
tésimales du groupe G de transformations de la variété x^ds'^ en elle-même. Cela 
permet de déterminer les transformations infinitésimales de O; j'ai donné à cet 
endroit un exemple particulier de celte méthode que j'ai dû appliquer fréquem- 
ment dans la suite. 

Le Chapitre III se rapporte â la représentation conforme des variétés à trois 
dimensions. On dit qu'il est possible d'elTcctuer une représentation conforme 
d'une variété x, ds' sur une autre x', d^^ s'il est possible de déterminer un fac - 
leur p tel que les variétés x, p^rfj'; x', rfs'^ soient applicables. On peut toujours 
effectuer la représentation conforme de deux variétés à deux dimensions; il n'en 
est plus de même dans le cas général. 

Je donne d'abord les conditions de possibilité du problème lorsque ta seconde 
variété {x',ds'') est euclidienne; ces conditions étant remplies, on détermine 
aisément p et la transformation de passage. Si ces conditions ne sont pas rem- 
plies, on peut définir un covarianlCde ds^, restant inaltéré quand on multiplie c/s' 
par une fonction quelconque des x. L'élude algébrique de ce covariant C et de 
ds^ conduit à adjoindre à la variété x,ds^ une variété dite variété principale, 
que l'on détermine par des opérations effectuables. Celte notion permet de 
ramener le problème delà représentation conforme au problème de l'application, 
traité au Chapitre précédent. 

Ces résultats ont été indiqués dans deux Noies aux Comptes rendus (-). Ils 
paraissent susceptibles d'applications géométriques intéressantes. 

Je donne, dans le Chapitre IV, le moyen de déterminer les /ormes de dij/'c- 
renlielles invariantes vis-à-vis de certains groupes. Je montre d'abord com- 
ment on peut associer, dans une multiplicité à n dimensions, un système de 
n expressions de Pfafi" /(c/a:) et un système de « transformations infinitésimales 
\/. Je considère alors un groupe G dont les transformations infinitésimales X/ 



(') Lie-Engei., Trans/orma/ionsffruppen, I. Abschnill, Cliap. Xl\. 

{>) 16 juillet 1897 et 16 août iSg8. J'ai dû modifier la définition de la variété princij>al(': 
donnée dans cette clerniâre Note; les racines de l'équatioo en X dii n" IV de cette Note 
peuvent âtre toutes nulles, contrairement à ce que j'annonçais. Je démontre dans ce TrjvntI 
l'exisience de la variété prioeipale en supposant le rfi' donné déjini positif . 
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sont formes linéaires indépendantes des dérivées de/. Me servant de Tassociation 
précédente, j'établis que l'on peut trouver une infinité de systèmes de n expres- 
sions de Pfaflf l{dx) invariantes vis-à-vis de G; la recherche de ces systèmes 
revient (*) à celle des transformations infinitésimales AjT échangeables avec celles 
de G. On obtient aisément les formes de différentielles invariantes vis-à-vîs de G, 
en exprimant ces formes au moyen des expressions de Pfafr/(rfj;) de l'un des sys- 
tèmes précédents. 

Je montre ensuite que Ton peut adjoindre à tout groupe G, et à tout système 
t(dx) correspondant, un ensemble de substitutions linéaires permettant de ré- 
duire à des types plus simples les formes de diQ'érentielles invariantes vis-à-vis 
de G. 

Dans le Chapitre V, je détermine des types canoniques pour les ds^ à trois 
variables admettant un groupe continu. En d'autres termes, je cherche une 
forme simple pour les ds^ à trois variables analogues aux ds^ de révolution. Pour 
cette dernière Partie, j'ai pris comme guide un beau Mémoire de M. Bianchi (^), 
où ce géomètre a donné la solution complète du problème pour les ds^ définis 
positifs. J'ai laissé cette restriction de côté. 

Soit r le groupe de transformations d'un ds^ à trois variables en lui-même. On 
voit aisément que V admet un sous-groupe G de l'espèce considérée au Chapitre IV, 
Je suis ainsi conduit : i** ^i déterminer les types possibles de groupes G, et les 
ds'^ correspondants ; pour cela j'applique les méthodes du Chapitre IV; 2® à 
rlasser les résultats obtenus, c'est-à-dire à reconnaître ceux des ds^ obtenus 
admettant un groupe V plus grand ([ue G. Pour ce dernier point j'ai eu recours 
aux méthodes du Chapitre II. 

La première partie de cette recherche s'étendrait à un nombre quelconque de 
variables, sans autres difficultés que celles des intégrations à effectuer. Par contre, 
la classification des résultats parait compliquée dès qu'il y a plus de trois va- 
riables. Il faudrait d'abord étudier les propriétés des groupes F possibles, plus 
complètement que l'on ne l'a fait jusqu'ici. 

Pour le cas de trois variables, j'ai ajouté aux tvpes canoniques connus un 
certain nombre de types nouveaux que M. Bianchi n'avait pas eu à considérer. En 
outre, les formules générales dont j'ai fait usage me paraissent commodes pour 
retrouver les résultats de M. Bianchi. 

Les divers problèmes traités au cours de ce Travail trouvent une application 
dans la théorie des équations linéaires aux dérivées partielles du second ordre, si 
fréquentes en Physique mathématique (le cas de trois variables est alors particu- 



( • ) Comptes rcnilus, 20 février 1899. 

(*) Sus^^fi spazi « tre dim€nsiont\ etc. (Mémoires de la Société italienne des Sciences, 
série 111, t. M, p. -.ïG;.) 
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lièremeiit intéressant). Dans un Mémoire ultérieur, je montrerai que le problème : 
Reconnaître si deux équations linéaires aux dérivées partielles du second 
ordre sont transformables Vune dans l^ autre par un changement de variables, 
se ramène, suivant les cas, au problème de Papplication ou à celui de la repré- 
sentation conforme de deux variétés. J'établirai également que les méthodes des 
Chapitres IV et V permettent de former des équations à trois variables ana- 
logues aux équations d'Euler et de Poisson. Ces résultats seront la généralisation 
de ceux que j'ai indiqués antérieurement (*) pour le cas de deux variables. 



CHAPITRE I. 

INVARIANTS, COVARIANTS, PARAMÈTRES DIFFÉRENTIELS D'UNE VARIÉTÉ. 



\, Nous rappellerons d'abord la définition des invariants différentiels d'un 
groupe de transformations fini ou infini (^). Considérons des variables x^^ 
.r^, ..., Xn\ 5|, ^2, •••» ^q exprimées en fonction de nouvelles variables x\^ 
x\^ ..., x\^\ z\^ z'^y " ") ^'q ps^r certaines formules de transformation formant un 
groupe. Supposons Z|, Z2^ . • . , Zç fonctions de JC|, X2, . . ., a:,,; -3, , ^',, . . ., :;' 
sont de même fonctions de x\, x'^j . • ., x'^^. Les dérivées partielles des Zj prises 
par rapport aux variables :r, s'expriment en fonction des x\ des z^ et des dérivées 
partielles des ^ par rapport aux x'. Ceci posé, nous dirons qu'une fonction des x^ 
des z et de leurs dérivées 



a 



( âz, d'Zj \ 

\X^,X,,...,Xn,Z,,Z,, ...,^^, — , ...,^_^_, ...J 



est un invariant différentiel du groupe, si l'on a identiquement en vertu des 
formules de transformation 



a 



( àz, d'zj \ 

yx,,x,, ...,x,„;î„^„ ••.-^»^' '"' àxj,dx^' '") 

-ii\x,,x^, ...,^«, -,,-„ •••'-7'^' •••' ôx'f,dyj '")' 

On sait que les invariants différentiels d'un ordre déterminé sont fonctions 
d'un nombre limité d'entre eux, ces derniers pouvant se déduire, k l'aide de 

(>) Comptes rendus, 3o novembre 1896 et 5 avril 1897. 

(*) Lie, Ueber Differentialinvarianten (Mathematische Annalen, t. XXIV, p. 538). 
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différentiations et d'éliminations seulement, des équations de définition du 

groupe ( * ). 

On peut aussi obtenir les invariants différentiels comme solutions de sys- 
tèmes complets, si Ton connaît seulement les symboles des transformations infi- 
nitésimales du groupe. 

2. Soit 
( I ) ûfe* =z % rt/y dx^ dxj, 

il 

le ds'^ d'une variété à n dimensions. Effectuons le changement de variables 

nous obtenons 

(3) ds'^=^a'ijdx\dx'j. 

'/ 

Les équations donnant l'expression des a en fonction des adjointes aux for- 
mules (2) donnent les équations d'un groupe G. Nous appellerons invariants du 
ds^ les invariants différentiels de G. 

Considérons maintenant des fonctions 1]^ des variables x, se transformant en 
M'f^ par la substitution (2 ). Les équations 

(4) U/i = u;„ 

ajoutées aux équations de G> forment les équations d'un groupe K. On appelle 
paramètres différentiels du ds^ ceux des invariants de K qui contiennent effec- 
tivement les dérivées des fonctions U. On peut aussi considérer les paramètres 
différentiels comme des opérations invariantes permettant de déduire de tout inva- 
riant de ds*^ un invariant nouveau. 

Désignons par rfa différents symboles de différentiation que nous distinguerons 
par leurs indices a(a=i, 2, ..., r). En adjoignant aux équations de G les 
équations 

(5) do^XiZ=:\ -ÏLcl^y^^ (3j_, 2, ...,r; /', />=:i,a, ...,n), 

P 

nous obtenons les équations d'un groupe G^*^ On appelle co\'ariants du ds^ les 
invariants de G^*^ contenant effectivement les différentielles. 

En adjoignant à ds^ des formes F/(x, dx) des différentielles des variables jr. 



O) Tresse, Acta mathematica , t. Wlil, p. 1; 1894. 
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formes dont les coefficients sont fonctions des x, on définirait d'une manière 
analogue les covariants de l'ensemble rfs^F/. 

3. ChristofTel (*) a montré que les covariants d'un ds*^ se déduisent de Tun 
d'entre eux que l'on obtient de la façon suivante. Soit A le discriminant du 
ds^ (i) ; Aiy le coefficient dea/y dans A. Nous poserons 

(6) r^^' 1 = - (^ 4- ^ - ^!^Y 

les lettres i, h, g, Ar, /, r représentent des indices inférieurs ou égaux à n, d'ail- 
leurs quelconques. Nous utiliserons également les symboles à quatre indices 

(8) (^yt, /i,-) = - f /^ -H /^ - /^ - /^) 

^ 1 \dXhOXk OJL'gOJri ôxiôxic oxgôxnl 






Le premier covariant du ds^ est alors 

(9) ^n= 2 ^S^y^^^)(.d^e^^k-'dxk^Xg){yiXh^Xi — \ix^^Xh) 

comprenant quatre systèmes de différentielles, d^ S, D, A. La sommation s'étend, 
pour ^A: comme pour Ai, aux combinaisons sans répétition des indices 1, 2, ..., n 
pris deux à deux. 

Christoffel (^) a donné une méthode régulière permettant de déduire de ds^ et 
de G4 toute une série de covariants 

(10) ds'^y G4, Gj, ..., G^, Gp-n, .... 

Chacun d'eux se détermine à partir du précédent de la façon suivante. Soit 

(11) ^/» = ^ (^» 'S> • • •> '/iX^l^i, d^Xi^. . . dpX^^ 

'1» •••» 'p 



(') Christoffel, Ueber die Transformation der homogenen Diffère ntialausdrucke 
zweiten grades {Journal de Crelle, t. 70, p. 46)- Les notations employées ici sont, à très 
peu prés, celles de ChristofTel. 

(*) Mémoire cité, p. 56. 
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un covarîant dépendant de/? systèmes de différentielles rf|, rfa, . . ., dp. Les rela- 



tions 



(12) (ly /„ ..., Ip)— ^— 






définissent, à partir des coefficients (/, /|, ..., ip^ de Gy,, les coefficients du 
covariant 

(i3) G^+! = ^ (iyi\j'*'yip)dXid^Xi^,..dpœi^ 

'» '1» •••»'» 

dépendant de yo + i systèmes différents de différentielles rf, rf| , . . . , rfy,. 

Il est bien évident que les invariants absolus (') des formes ds^^ G4, ..., G^ ... 
considérées comme fonctions des différentielles sont des invariants de ds^. 

Considérons, par exemple, la forme de différentielles suivante, covariant de rfs* 



F^ 



N aij dxi ]}xj N Qij dxi Ad?j 



v 



2 atj $Xi ])Xj 2 ûij dxi ÙLXj 



1/ 



qui est, comme G», une forme bilinéaire des binômes dxghxk — dxk^Xg et 
DoTyi Axi — Dxilxh' Considérons la forme AF-i-G4; c'est une forme bilinéaire 
des mêmes binômes ('-). Égalons à zéro le discriminant de cette forme; les 
racines de l'équation en X obtenue sont des invariants du ds^. On les appelle 
quelquefois invariants principaux de la variété correspondante. 

On trouvera des détails plus complets sur les invariants d'uji ds^ dans les Mé- 
moires de M. Ricci (*^). 

4. On a vu le procédé par lequel Cliristoffel a obtenu la suite des ce variants 
successifs d'une variété. Comme Ta montré M. Ricci (*), on obtient d'une façon 



(1) Ce mot est ici employé dans le sens qu'il a dans la théorie des formes. 

(*) Le quotient — - -rr représente la courbure de la variété au point considéré, telle que 

Ta défînie Riemann. 

(") Ricci, Résumé de quelques travaux. , , {Bulletin des Sciences mathématiçues, 
Ji." série, t. XVJ ; 1892). 

(*) Voir la note précédente. Les locutions de M. Ricci : dérivation covariante ou contre- 
variante. . . ne nous ont pas paru indispensables pour le présent travail. 
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tout à fait analogue les covariants du système formé en adjoignant à ds'^ une ou 
plusieurs fonctions des variables x et de leurs différentielles. 

Ainsi, en adjoignant à ds^ une seule fonction U des variables Xy et remplaçant 

dans les formules (i i) et (12) G^, par la différentielle dli et, par suite, les coef- 
ficients (/|, /29 •••î ip) P^r ^ — ' on obtient un covariant bilinéaire de l'en- 
semble ds^^ U. Ce covariant bilinéaire est la forme polaire du covariant quadra- 
tique équivalent 

(l4) 9(U,^J7)=2 \}rsdXrdXsy 



rs 



OU 



u - ^'^ 

KJrs — 



dxrdx 






M. Ricci a montré que les invariants simultanés des formes dVi et ds'^ d'une 
part, îp(U, dx), ds^ d'autre part, donnaient précisément les paramètres didr- 
rentiels de M. Beltrami (*). Nous utiliserons surtout le paramètre différentiel 
du premier ordre d'une fonction U 

et le paramètre différentiel mixte de deux fonctions U et V^ 

^ ' ^ ' ^ ^ ^ dxi dxj 

qui se déduit facilement du précédent. 

De la même façon, une expression de Pfaff 

l{dx)^^lidxiy 

i 

donne un covariant bilinéaire 

4» ( e/vT , do?) =r \^ //y dxi dxj, 

La somme ^(rfx, 8a;) -htj^(ôa?, dx) donneraitune forme quadratique analogue 



(*) Pour ce qui concerne ce point, voir le Chapitre II «le rOuvrage de M. Blanchi : Le- 
zioni di Geometrifi differenziale, 

Fac. de T., a* S., I. 5l 
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à la précédente; la différence à{dx,^x) — ^{ùx^dx) donne le covariant bili- 
néaire bien connu de Pexpression de Pfaff /(cf^). 

Si Ton adjoint à ds^ une forme quadratique de différentielles 

(17) l(dx) =z^Apçdxpdxç, 

on obtient de même un covariant cubique 

(18) 2 \t,tj Dxk dxi ixj 

à troiâ systèmes différents de différentielles, étudié par M. Bianchi à Tendroît 
précédemment cité. Nous utiliserons ce covariant dans la suite. 

5. On peut simplifier les résultats précédents, lorsque le nombre des variables 
est deux ou trois. S'il y a deux variables, G4 ne comporte qu'un seul terme. Le 
coefficient de ce terme est, avec les notations précédentes, (i a, 1 a). Le quotient 

(i 2, 1 2) 



donne la courbure totale du ds^ considéré. Les paramètres différentiels de la 
courbure totale donnent d'ailleurs tous les invariants utiles pour le problème de 
l'application des variétés à deux dimensions (*). 

Dans le cas de trois variables, on peut remplacer G4 par un paramètre diffé- 
rentiel du premier ordre. Avant d'établir ce point, simplifions un peu les nota- 
lions. Désignons par a et ^ deux indices que nous ferons correspondre aux 
combinaisons lAr, gh du n^ 3, de façon que aîk et ^ ffh soient des permutations 
positives des indices i, 2, 3. On peut ainsi, comme l'a fait Christoffel, substituer 
aux symboles à quatre indices (iky gh) une seule lettre affectée de deux coeffi- 
cients. Nous prendrons 

(19) ^^ap=(«^^^). 

Christoffel (^) a montré qu'il revenait au môme de dire que G4 est un cova- 
riant de ds^^ ou d'énoncer la proposition suivante : 

Les deux /ormes quadratiques 



. V^ . ou ov 



(') Darbodx, Leçons sur la Théorie des sur/aces, t. III, Livre VII, Chap. II. 
( *) Page r>(> <lu Mémoire cite. 
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(U désigne une fonction arbitraire des variables) et A se reproduisent, par 
un changement de variables, multipliées par une même puissance du déter- 
minant fonctionnel de la substitution. 

Or le quotient -jr est le paramètre différentiel AU de la fonction U. Nous pou- 
vons de la même façon déduire un paramètre différentiel de F et dire : 
L'expression 

est un paramètre différentiel de ds^. 

On démontre facilement que si Ton remplace dans DU les dérivées ^ — par les 

âds* 
expressions -r-^ — on obtient un covariant quadratique de ds^. Ce covariant, 

O uJ^d 

signalé par M. Ricci, peut également remplacer G^. 



CHAPITRE II. 

APPLICATION DES VARIÉTÉS A TROIS DIMENSIONS, 



6. On dit que deux variétés à n dimensions (*) ^, ds^: x', ds''^ sont appli- 
cables si Ton peut déterminer les x en fonction des x\ de telle sorte que la sub- 
stitution correspondante transforme ds^ en ds'*^. On dit aussi que ds'^ et ds'^ sont 
équivalents. 

Pour reconnaître si deux variétés sont applicables il faut étudier le système S| 

de — ^ équations du premier ordre 

(i) ^ ^'> J^ âï^ — ^^ (/,y,/-, 5= 1,2, ..., n) 

/ 9 

que doivent vérifier les x considérés comme fonctions des x' . Christoffel a montré 
que l'on peut donner aux équations obtenues par dérivation des équations (i) la 



(>) Nous désignerons toujours par les mêmes lettres, accentuées ou non, les éléments 
homologues construits à partir des deux variétés. 
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forme simple 

, V à^^r \:^ i îfi ) àxi dxk \i l a0 )' dxr , , , « ^ 

^'^ d^^:w^^Mr\wi.-d7^=2^\\\M. (''*■•'•.«' (3, X=.,, «). 

Égalant les diverses valeurs des dérivées troisièmes que l'on peut obtenir par 
dérivation des équations (2), nous obtenons de nouvelles équations que l'on peut 
réduire au premier ordre au moyen de (2). Aux équations du premier ordre ainsi 
obtenues ajoutons les équations (2), nous obtenons un système S3. En dérivant 
S3, et ajoutant à S3 les équations obtenues réduites au premier ordre nous obte- 
nons un système S^. Continuons ainsi, nous obtenons une suite de systèmes 
diflférentiels S^. Chacun de ces systèmes S^ se déduit du précédent S/,«i en 
ajoutant à S^.i les équations que Ton obtient en dérivant une fois S^.i et tenant 
compte de (2). 

On forme ainsi la suite des systèmes S^, et Ton s'arrête : 

i" Si l'on rencontre un système d'équations algébriquement incompatible 
entre les x\ les x et leurs dérivées, il y a alors impossibilité ; 

2" Si les équations obtenues étant compatibles, en passant dUin système Sp 
au suivant ^p^\, on n'ajoute aucune équation qui ne soit conséquence algé- 
brique des précédentes. Le problème est alors possible, sa solution dépend de 
n'^ -{- n — q constantes arbitraires, q désignant le nombre des relations indé- 
pendantes comprises dans Sy,. Le nombre q est au moins égal à nombre 

des équations (1). 

La proposition précédente est une simple application des théorèmes généraux 
sur les systèmes diflerentiels dont la solution dépend d'un nombre fini de con- 
stantes arbitraires ('). On sait, d'ailleurs, que lorsque le problème est possible, 
on obtient la solution par l'intégration de systèmes complets. Nous montrerons, 
en effet, plus loin comment on peut substituer aux systèmes S^, dans le cas de 
n == 3, des systèmes d'équations linéaires du premier ordre, où les deux va- 
riétés jouent un rôle symétrique. 

Ajoutons enfin qu'il résulte des calculs de Christoffel que les équations de S^ 
s'obtiennent en écrivant qu'une même substitution linéaire 

(3) ^*^' "=2 5^' ^^'" 

r 

effectuée sur les diverses différentielles des variables x, transforme c&*. G,, . . . , 
Oy,_i respectivement en rf^'^, (V^, . , . , G^.,. 



{^) Lie-Engel, TransformationsgruppeUj t. î, p. 179. — Boirlet, Annales de V Ecole 
Normale^ 'i'' série, t. VIII; 1891. 
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7. On peut obtenir toutes les transformations de passage relatives à deux 
variétés applicables x^ ds^\ xf^ ds'^j en combinant l'une d^entre elles avec les 
transformations de passage de Tune des variétés (x, ds^ par exemple) en elle- 
même. Ces dernières forment un groupe fini admettant au plus (d'après le numéro 

précédent) paramètres arbitraires. Ce nombre maximum est atteint 

pour les variétés à courbure constante. On sait (*) que la condition nécessaire et 

suffisante pour qu'une variété soit à courbure constante K est que le rapport 

I C* 
=r des formes définies au n° 3 soit égal à K. Si K est nul, la variété est dite 

euclidienne. On voit aisément, d'après le n" 6, que deux variétés à même 
courbure constante sont applicables. Les systèmes S^ se réduisent alors à S2, 
c'est-à-dire aux équations (1) et (2), et l'intégration des équations (i) et (2) se 
ramène à celle d'équations différentielles ordinaires. 

8. Nous supposerons maintenant que les variétés données sont à trois dimen- 
sions et ne sont pas à courbure constante. 

Soient/" et p deux fonctions des variables x^ f et p' ce qu'elles deviennent par 
la transformation de passage supposée possible. Considérons le paramètre diflfé- 
rentiel du premier ordre A/ défini au n** 4, et le paramètre différentiel D/déCni 
au n" 5 qui peut remplacer G4. Soient A'/', D'/' les expressions correspondantes 
construites à partir de /"' et ds^'^. 

Les deux expressions 

(4) e/=pA/4-D/, e'/ = p'A7+D7' 

doivent se transformer l'une dans l'autre par la transformation de passage, quels 
que soient p,/. 

Nous pouvons considérer %f, 0'/' comme deux formes quadratiques ter- 
naires; les variables de la première étant les dérivées de f^ celles de la seconde 
les dérivées de f , On doit passer des premières variables aux secondes par une 
substitution linéaire à déterminant non nul. Par suite, les racines de l'équation 
en p, obtenue en égalant à zéro le discriminant de 6/, doivent se transformer par 
la transformation de passage dans les racines de l'équation en p' relative à 6'/'* 
Egalons les fonctions symétriques homologues des racines des deux équations, 
nous obtenons des relations de la forme 

Si ces relations sont incompatibles, l'application est impossible. Supposons 

(M LiPSCHiTz^ Analyse de six Mémoires, etc. {Bulletin des Sciences mathématiques, 
!'• série, t. IV, p. i52; 1873.) Le résultat avait clé indiqué d'abord par Rieinann. 
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qu'il n'en soit pas ainsi, et établissons une correspondance (*) entre les racines pi, 
P2, p3 de la première équation et les racines p',, P2J pi ^^ I21 seconde, en ayant 
soin de vérifier que les racines homologues se comportent de la même façon 
vis-à-vis des mineurs des discriminants de 6 et 6'. 

Ces conditions remplies, nous pouvons ramener par les procédés connus (^) la 
forme 8/ à l'une des formes canoniques 

I. (p-p.)(L,/)»+(p-p,)(L,/)«H-(p-p,)(L^)«. 

II. .(p-p,)[(L,/)*-(L,/n-^2(p-p,)L,/L,/, 
m. (p-Pî)[(L,/)»4-(L,/)«]4-(p-p.)(L,/)S 

IV. (p >- p,)[(L, fy 4- 2L,/L,/] -H 2L,/L,/, 

V. (p - p,)[(L,/)« + lUfUn H- (Li/)S 

VI. (p-p,)A/. 

Les expressions LijT, L2/, \^zf désignent des formes linéaires des dérivées de/ 
formes linéairement indépendantes. 

Dans les cas I, II, IV les formes L/sont déterminées (au signe près). Dans les 
cas II et y la détermination de ces formes peut se faire d'une infinité de ma- 
nières. Enfin, dans le cas Vlon a manifestement une variété du type spécial (') 
de M. Lipschilz. 

La forme %' f donne lieu à une décomposition analogue, et les deux décompo- 
sitions de 6/ et de 6'/' appartiennent nécessairement au même type canonique. 

Ceci posé, nous examinerons successivement les trois hypothèses suivantes : 
1" La décomposition de 6/ appartient aux types I ou II ou IV; 2** au type lll ou 
au type V ; 3° au type VI. 

9. Dans la première hypothèse la transformation de passage doit satisfaire aux 
équations (5) et aux équations (*) 

(6) U/^-Kf 

et réciproquement toute transformation satisfaisant à ces conditions est transfor- 

( •) Il peut y avoir plusieurs hypothèses possibles pour la correspondance entre les racines 
p et p', comme plus loin pour les signes à choisir pour les hify lorsque ceux-ci sont dé- 
terminés au signe près. On e\amine successivement les diverses hypothèses. 

(') Darboux, Sur la théorie algébrique des formes quadratiques (Journal de Lieu- 
cille, f* série, t. XIX; 1874). 

i^) LiPscniTZ, Extrait de six Mémoires, etc.,. {Bulletin des Sciences mathématiques, 
t. IV, p. rj2; 1873). 

( *) Voir la note i. 
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mation de passage. On interprète les équations (6) de la façon suivante, en don- 
nant aux symboles L,y le nom de transformations infinitésimales : La trans- 
formation de passage transforme les transformations infinitésimales L// 
dans les transformations infinitésimales \^if* La recherche de la transformation 
de passage est ainsi ramenée à un problème connu (^). Rappelons sommairement 
la solution. Les relations 

donneront de nouvelles relations de la forme (5) que Ton adjoindra aux rela- 
tions (5). On appliquera encore les symboles L// aux invariants obtenus, et 
ainsi de suite, jusqu'à ce que Ton n'obtienne par ce procédé aucun invariant I 
qui ne soit fonction des précédents. On formera ensuite les crochets 

ce qui donnera de nouvelles relations de la forme (5), savoir 

(7) Uikt^uusf 

que Ton traitera comme les précédentes. On aura soin de s'assurer, au cours des 
calculs, que les relations de la forme (5) sont compatibles; dans le cas contraire 
le problème serait impossible. S'il n'en est pas ainsi, on arrivera au bout d*un 
nombre fini d^ opérations à un système de la forme 

(8) J^rrJ;^, 

comprenant r(r^3) équations indépendantes.^ et tel que toutes les équations 
possibles de la forme (5) soient des conséquences des précédentes. 

Si r = 3 la transformation de passage est entièrement déterminée par les rela- 
tions (8); si r < 3 on considérera le système complet 

(9) l,f + l;f = o, 

dont on connaît déjà r solutions, à savoir i^ — J^. On détermine alors 3 — r 
autres solutions de la forme Fa(j?i, ^o? -^^s, x\^ x\^ x\^^ et les équations (8) jointes 
aux équations 

(lo) Yk{x,x')-=LCk, 

donneront la solution du problème. Cette solution dépend de 3 — /- constantes 
arbitraires ch* 



(') Lie-Engel, Transformations gruppen, t. I, p. 364. 
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10. Examinons maintenant le cas où la décomposition canonique de 8/ est de 
la forme III ou de la forme V. Dans ce cas, la forme L|/ seule est entièrement 
déterminée et il y a une infinité de systèmes possibles pour les formes Lttfi ^%f* 
Choisissons alors trois formes Li/*, L2/, h^f bien déterminées, donnant lieu à la 
décomposition canonique de 6/, et de même trois formes L',/', l-!j/', I-3/' dé- 
terminées, correspondant à la seconde variété. La transformation de passage doit 
satisfaire évidemment : 1° à des équations de la forme (5); 2" à des équations de 
la forme suivante : 

\,f= l,/=l;/', 

où les a/y représentent des fonctions bien déterminées d^une seule lettre 9^(')* 
Nous considérerons a comme une fonction des x que nous chercherons d* abord 
à obtenir. 

Pour cela nous combinerons, comme précédemment, les équations (5) et (1 1), 
de manière à obtenir des relations nouvelles. Les équations obtenues pourront se 
diviser en trois catégories : 1^ équations contenant les x et les a^ seuls; 2® équa- 
tions contenant les x^ les x^ et a; 3° équations contenant les x^ les x^ y a et ses 
dérivées. Nous éliminerons les xf entre les seconds membres de ces diverses 
équations et nous obtiendrons ainsi un système S adéquations aux dérivées par- 
tielles entre a et les x seuls. Si Ton ne rencontre aucune incompatibilité, on 
intégrera ce système, Ton portera la valeur trouvée dans (11)1 et Ton sera ra- 
mené à intégrer un système analogue au système formé par (8) et (9). 

Si S contient une équation d'ordre zéro, a est déterminé, on est ramené au cas 
précédent; sinon a dépend de constantes arbitraires et la solution dépendra d'un 
plus grand nombre de constantes arbitraires que précédemment. On conçoit d'ail- 
leurs que l'examen des types canoniques possibles pour les variétés applicables 
d'une infinité de façons sur elles-mêmes donne des renseignements sur le sys- 
tème S. L'examen de ces types canoniques indiqué au Chapitre V montre que 
la solution générale dépend, au plus, de quatre constantes arbitraires. 

Si la variété donnée est telle que 6/ appartienne au type VI, on procède diffé- 
remment. La racine triple de l'équation en p ne se réduit pas à une constante, 
sinon ou aurait, contrairement à Thypothèse du début, une variété à courbure 



(>) En considérant les lettres L// et A// comme des variables indépendantes, les rela- 
tions (11) sont les équations (sous forme finie) du groupe de transformations des deux 
formes Dy, ^f en elles-mêmes. 
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conslanle. Nous aurons donc cerlainemenl une équation de la forme 

Nous remplacerons alors T>f par le carré de A(I,/), paramètre difTérentiel 
mixte de I et /, et nous serons ramenés à Tun des cas précédents. Il est évident 
d'ailleurs que A(I, /) n'est pas identiquement nul, puisque l dépend eflectivement 
des variables x. 

11. On détermine les transformations d'une variété x, ds^ en elle-même 
par la méthode précédente. 11 suffit de prendre, pour seconde variété x\ ds'^^ 
celle qui se déduit de x^ ds^ par la substitution identique x = x'. Ces transfor- 
mations d'une variété en elle-même forment un groupe; nous le désignerons 
par G. 

Les propositions précédentes permettent de donner quelques propriétés du 
groupe G. Ainsi la forme des équations (6) et (i i) montre que, ^out toute variété 
non à courbure constante, il existe au moins une transformation infinité- 
simale L/" inaltérée par les transformations de G, ou, ce qui revient au même (*), 
échangeable avec les transformations infinitésimales de G, On peut compléter 
celte proposition lorsque la forme 0/ conduit à trois transformations infinité- 
simales LijT, La/, Ls/ bien déterminées. Ces trois transformations infinitési- 
males sont alors échangeables avec celles de G. Si Ton suppose, de plus, que 
les invariants I se réduisent tous à des constantes, les trois transformations L/ 
sont les transformations infinitésimales d'un groupe fini H, puisque les Uius sont 
des constantes. Le groupe H est d'ailleurs transitif, puisque les L/sont des formes 
linéaires indépendantes des dérivées de f. De plus G, ayant toutes les transfor- 
mations infinitésimales échangeables avec celles du groupe simplement tran- 
sitif H, est, lui aussi, simplement transitif. En résumé : 

Lorsque la forme %f conduit à trois formes LjT et que tous les invariants 
se réduisent à des constantes, le groupe G de la variété est simplement tran- 
sitif et les formas L/ sont les transformations infinitésimales du groupe 
réciproque (-). 

Celle proposition peut être établie d'une autre façon, à l'aide des considérations 
du Chapitre V. 

12. Nous allons donner un exemple de détermination du groupe d'une variété. 



(*) Lie-Engel, Transformationsgrupperiy I. Abschnitl, p. 2)9. 

(*) Pour la défînitron de ce groupe, voir Lie-Engel, Transformationsgruppetij Ab«. I. 
p. 38o. 

Fac, de T., a- 8., I. 52 
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Indiquons d'abord la forme simple que prend le paramètre différentielle f 
lorsque les coefficients du ds^ de la variété sont fonctions d'une seule va- 
riable Xi, 



En posant 



(12) 



~' 4 ^ L \ ^^\ ) ^^\ ^-^1 J 

, _ j[_ d\^ da^z i_ d^i 

"~ 4i^* dJC, dx, 2 A dx\ ' 



I r/A da^^ I d-a^^ 

^^ 4^* rAi'i dx^ 2 A c^ctJ 



^ai = 



— I ûfA r/«î3 I ^'«ï, 

'" "' .41*" s:?; TÂ^T "^ 2Â "S^î" 



Les formules du Chapitre précédent donnent alors 

L'une des racines de l'équation en p relative à ^f (n** 8) est alors égale à — 0; 
est fonction de x^ seul; il en est évidemment de même de tous les invariants de 
la théorie précédente. 

Cherchons maintenant le groupe de transformations de la variété .r«, 

(l'O ds^ — 2e'*-^. dx^ dx^-\- {ce^"^ dx^-h-e^i dx^y 

en elle-même; /<, c sont des constantes. On trouve, tous calculs faits, 

*' ôx^ oxi ôxi ôxi \àXiJ 

est une constante contenant h — i en facteur, qu'il est d'ailleurs inutile d'écrire. 
Dans le cas général, où {h — \')c est différent de zéro, la décomposition cano- 
nique conduit à trois transformations infinitésimales réductibles à 

(.5) JV---.|^> »^'/=-'-|f;' ï-/=^- 

Ce sont les trois transformations d'un groupe simplement transitif. 

Le groupe réciproque, c'est-à-dire le groupe des transformations de la va- 
riété en elle-même, se détermine par des opérations connues; on peut prendre. 
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pour transformalions infinitésimales de ce groupe,' 

<,6, X,/=^. X./=^. X./=-^..,^ + *,.^. 

La conclusion précédente tombe en défaut dans les cas suivants : 
1** h — 1 = 0. On a alors une variété euclidienne. 

2° c = o. Les transformations de la variété en elle-même ne laissent alors inva- 
riantes que les expressions 

L,/=:e-*'.£-, A/=(L,/)'+2L,/L,/, 

les Lif représentant toujours les expressions (i5). En d'autres termes, une trans- 
formation de la variété en elle-même remplace L|/, Lj/, Lj/ respectivement par 

AJ=LJ, A,/=.L,/+«L,/, A,/=L,/-«L,/-^L»/, 

où a désigne une expression que ron détermine en écrivant que la structure 
du groupe engendré par les kf est identique à celle du groupe engendré par 
les L/. On a ainsi 

C désignant une constante. Le groupe de transformations de la variété peut alors 
être considéré comme engendré par les transformations infinitésimales (i 6) et par 
une quatrième transformation infinitésimale donnant un groupe à un paramètre 
remplaçant les L/^par les A//*. En désignant par Xy cette transformation infini- 
tésimale et observant qu'à une transformation infiniment petite du groupe à un 
paramètre Xy correspond une valeur de C très petite, on voit que Xy doit donner 
lieu aux identités 

(XL»)/=o, (XL,)/-e('-»)'.L,/, {\U)f=-e^'^-''^-^Uf, 

qui donnent un système complètement intégrable pour déterminer les coefficients 
de Xy. On trouve ainsi que la transformation 



_ e(''-»)-r, f)f ôf 

Il — 2 Ojc^ d>c^ 



ajoutée aux transformations (i6), donne un groupe à quatre paramètres qui 
est le groupe cherché. Il est d'ailleurs aisé de vérifier directement que ces trans- 
formations infinitésimales laissent bien invariant le ds^ considéré. 

13. On peut remplacer, comme on sait, les équations linéaires aux dérivées 
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partielles par des équations linéaires aux différentielles totales. II est intéressant, 
pour l'extension de la méthode aux variétés à plus de trois dimensions, de con- 
struire directement un système d'équations linéaires aux différentielles totales 
qui donnerait encore la solution du problème de l'application. On y parvient par 
une méthode que nous allons indiquer rapidement, et qui présente de grandes 
analogies avec la précédente. 

Nous avons vu (n*^ 5) que Ton peut substituer à G4, dans le cas d'une variété 
à trois dimensions, un covariant quadratique. Soient dfs^ et Arr''^ les covarianls 
quadratiques qui correspondent ainsi aux variétés or, ds^ et x' , ds'^. En désignant 
toujours par p une fonction arbitraire des x, par p' ce qu'elle devient par la trans- 
formation de passage, nous réduirons (comme précédemment) à une forme cano- 
nique l'expression pds^-\-d(T^ considérée comme forme quadratique des diffé- 
rentielles dx. En opérant de même pour p' ds'^ -\- d^r'^ et comparant les résuhats 
obtenus, nous obtiendrons d'abord un système de la forme 

(17) I(x) = r(.r'), 
et, en outre, trois équations 

(18) li{dx)^l\{dx'), 

les li(dx) désignant trois expressions de Pfaff correspondant à la multiplicité jti, 
X2, ^3,* Itîs l\{dx^)^ trois expressions analogues relatives aux x' , [Dans certains 
cas, il peut être nécessaire d'inlroduire une arbitraire a dans les premiers membres 
des équations (18) : celte arbitraire sera considérée comme une fonction à dëter- 
miher des variables x,^ Avant de voir comment on exprime que les équations pré- 
cédentes sont compatibles, montrons rapidement comment, en général, on 
obtiendrait un système analogue dans le cas de variétés à n dimensions. 

On chercherait une décomposition canonique pour les formes F et G4 {voir n** 3), 
et les formes F' et G'^ relatives aux deux variétés. En général, on obtiendrait 
d'abord des équations de la forme 

puis des équations de la forme 

( o.o ) > bij ( dxi oxj - dxj o.Vi ) z= > b)j ( dx\ ox'j dx'j èx) ) , 



'/ 



dont le nombre dépendrait de la nature algébrique des formes considérées. On 
chercherait ajors à ramener simultanément à une forme canonique l'une des formes 
bilinéaires précédentes 

y bij ( dXi oxj — dxj àxi ), 
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el la forme bilinéaire 



2 



d djCk 



ce quî donnerait /i équations de la forme (18), où pourraient celle fois figurer 
plusieurs fonctions a, p, . . . des lettres x, fonctions qui resteraient à déterminer. 
On simplifierait, bien entendu, les équations obtenues en tenant compte des équa- 
tions (19) et des équations de la forme (20) laissées de côté. 

En résumé, des opérations algébriques, plus ou moins compliquées suivant les 
cas, et des dérivations ramènent la recherche de la transformation de passage à 
l'étude d'un système composé : 1° de /i équations linéaires aux différentielles 
totales 

a** d'équations de la forme 

Pour étudier la compatibilité d'un pareil système sans rien lui enlever de sa 
symétrie par rapport aux. deux multiplicités, on pourrait utiliser les covarianls 
bilinéaires des li{dx) et des l'^{dx). Mais il serait plus simple de ramener l'étude 
de ce système à celle d'un système d'équations linéaires aux dérivées partielles 
(où la symétrie serait conservée) en se servant d'une notion qui sera expliquée 
plus loin : la notion de systèmes associés d'expressions de Pfaff et de transfor- 
mations infinitésimales (voir Cliap. IV, n" 23). 



CHAPITRE m. 

REPRÉSENTATION CONFORME DES VARIÉTÉS A TROIS DIMENSIONS. 



H. Étant données deux variétés à /i dimensions, x, ds'-; x\ ds''^^ nous dirons 
qu'il est possible d'effectuer une représentation conforme de Tune de ces va- 
riétés sur Fautre, s'il est possible de déterminer un facteur p(X|, ^'2, ..., x„), de 
telle sorte que les variétés Xj o^ds^; x' ^ ds'^ soient applicables. En se reportant 
aux formules qui servent à définir les angles relatifs à une forme quadratique de 
différentiel les (*), on vérifie sans peine que la transformation de passage de la 



(') Celte notion est duc à M. Beltraini. Voir Darboix, Lerons sur la Théorie des sur- 
faces, t. II, p. 5oo. 
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variélë x^ p^ ds^ ù la variété x\ cls^'^ transforme les angles relalifs à ds^ dans les 
angles des élémcnls homologues de la variclë or', ds'^. On peut dire encore que la 
transformation de passage conserve la similitude des éléments infiniment petits 
des variétés Xj ds^ et x' y ds''^^ ce qui explique le mot de représentation conforme. 
Nous allons donner le moyen de reconnaître s'il est possible d'effectuer une 
représentation conforme de deux variétés à trois dimensions l'une sur l'autre, et 
la manière d'obtenir alors la transformation de passage. JNous examinerons d'abord 
le cas où l'une des variétés données est euclidienne. Cela nous conduit à certains 
covarianls qui permettent de ramener le problème général de la représentation 
conforme à celui de l'application. 

lo. Dire que la variété définie par x^^ x^^ x-^ et 

( I ) ds^ z= N a,j dxi dxj 

est susceptible d'une représentation conforme sur V espace euclidien, c'est dire 
qu'il est possible de déterminer un facteur p(^i , oto, ^3), de telle sorte que la 
variété JC|, x^y ^3, p^^ ds^ soit à courbure totale nulle. Nous poserons 

d(j^ ^ P' ds^. 

Nous aurons un système S d'équations aux dérivées partielles pour déterminer o 
en écrivant que le covariant G.» de la variété x, dfi^ est identiquement nul. La 
condition nécessaire et suffisante pour que le problème soit possible est que le 
système S soit compatible. 

Il est aisé de voir que, de toute solution du système S, on peut déduire une 
nouK^elle solution dépendant de quatre constantes arbitraires. En effet , la 
variété x, di'^ est applicable sur la variété x\^ x\^^ ^3, dx^-{- dx^ -\- dx"^ . Celte 
dernière variété est susceptible d'une infinité de représentations conformes sur 
elle-même. D'une façon plus précise, posons 



^/i, ^/2, «3 et k désignant des constantes arbitraires. Les variétés 

.r', %{x'){da'^^dx:^dx'^) et /, dy^^dy^^dy^ 
sont applicables ('). Remj)laçons dans B(j?') les x^ à l'aide d'une transformation 



(V) y^nr, à ctî sujol, un Mémoire de M. Darboux i Annales de V École Normale, a* sôrîo, 
l. \!I; 1878). 
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de passage de la variété a;', dx^ -f- dx^ -f- dx^ à la variété x^ di^ ; désignons 

par B(j?) la fonction obtenue. Il est évident que pB * dépend de quatre con- 
stantes arbitraires et se trouve, comme p, solution du système S. 

Du moment que la solution générale du système S, supposé compatible, doit 
dépendre de constantes arbitraires, on doit pouvoir tirer de S et des équations 
obtenues par dérivation, Texpression des dérivées d*un certain ordre \l de la fonc- 
tion p, en fonction des dérivées d'ordre moindre. On peut prévoir d'ailleurs que [jl 
est égal à 2. C'est ce que nous allons constater directement. 

16. Désignons par J3l/y les coefficients du covariant G4 attaché à rfo-^ (la 
lettre n^l^/y étant réservée, comme au n® 5, aux coefficients du covariant G4 de ds^). 

Développons J3liy en mettant en évidence les termes contenant les dérivées 
secondes de p*, il vient 

^ _ â^p d^p d'p â^p 

les termes non écrits contenant au plus les dérivées premières de p. Les autres 
expressions JSl/y se déduisent des précédentes par permutations circulaires des 
indices 1, 2, 3. On peut former des combinaisons linéaires et homogènes des >3l,y 
ne contenant chacune qu'une dérivée seconde de p. Conservons, en effet, les no- 
tations du Chapitre I et ajoutons-leur les suivantes : 

(3) . Pin 2 a,ya,y (i,y = i,2, 3), 



Définissons d'une manière analogue Asi, A12 et A22, A33, en effectuant une per- 
mutation circulaire des indices 1, 2, 3 dans les formules précédentes. Il est aisé 
de vérifier que 



p ôxi dxj 



les termes non écrits ne contenant pas les dérivées secondes de p. 
Le système S est composé, par définition, des six équations 

(4) 3,y -O. 
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Mais il résulte de ce qui précède que ces équations peuvent é Ire remplacées par 
les suivantes 



(5) 



A/y — O, 



et nous avons bien le résultat annoncé au numéro précédent. 

Nous allons eflTectucr un changement de fonction dans le système S. Reaiar- 
quons, a cet eflTcl, que les 3iij sont fonctions homogènes de p et de ses dé- 
rivées des deux premiers ordres, le degré d'homogénéité étant 2. Par suite, 
les A|y sont fonctions homogènes de degré zéro de p et de ses dérivées; en 

d'autres termes, p ne figure dans les A/y que par des combinaisons telles que — -^-^ 

et - - — ^. 

Nous prendrons, comme nouvelle fonction inconnue, 



R = logp, 



ce qui donne 



I do 



f)R 



d^o 



(^M\ 



dK d^ 



p dxi dxi p ôxi ôxj dxi dxj dxi dxj ' 



nous désignerons encore par les mêmes lettres A/y le résultat de cette substi- 
tution dans les expressions (3). La fonction inconnue R ne figure dans les équa- 
tions (5) que par ses dérivées partielles des deux premiers ordres. 

Le système (5) doit admettre une solution dépendant de quatre paramèlres 
arbitraires; par suite, en verUi de théorèmes connus sur les systèmes dilTérenliels, 
il ne doit donner, par dérivation, aucune équation nouvelle. Les conditions de 
compatibilité de ce système s'expriment donc par des relations entre les coef- 
ficients de ds^ et de leurs dérivées. Si ces conditions sont remplies, on aura R 
et par suite p, par Tintégration d'un système d'équations différentielles ordinaires. 
Une fois que l'on connaîtra une valeur de p, on déterminera la transformation de 
passage de la variélé correspondante Xy di- à la variété x', dx"^ -^ dx'.^ '^- dx^ ^ 
d'après les méthodes connues. 

17. Nous allons donner, sous forme explicite, les conditions de compatibilité 
du système (5). Nous examinerons d'abord un cas particulier, le résultat s'étendra 
ensuite au cas général. 

Suj)posons que ds'^ soit de la forme 



((i) 



ds^ — H ; dx\ -t- \\\ dx\ -+- B» dx\. 
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En d'autres termes, imaginons que les sur/aces 

.rj = consl., .r, - const., jt^ = consl. 

forment un système triple orthogonal relativement à ds-. 

Signalons d'abord les expressions suivantes des symboles à trois indices de 
Chrisloffel : 

il< ) 

J — o (si les trois indices sont différents), 

r ) 



(7) 






V 



On trouve ensuite les formules suivantes : 



' (J'B, I (^B, <>B. 1 f>B, dB, 



U„=:B, ,--.-' 



dx^ ôx^ H] V.rj ôx^ Bj (^.i'j dj^ 



;)^ 



les ibrmules donnant les autres -U/y se déduisent de celles-ci par permutation cir- 
culaire des indices i , 2, 3. On retrouve bien les équations classiques de Lamé (* ) 
on égalant à zéro les expressions précédentes. 

On obtient les jSl/y en remplaçant dans les formules (8) B/ par pB/, et les for- 
mules des A/y donnent alors, tous calculs faits, 



An== 



' '2 \()xj "^ a BJ \dxj "^ 2 BJ \dxj 



ôx\ 
(^) t b; <>.r| (>./, "^ BJ dr, c>.r, "^ B* (^x, (^x, "^ 2 B,B/ 

'* OxtOVi ôXi ôXi B, (id:'3 (ij:-, Bj dx^ àx^ *^' 
011 Ton a posé, pour plus de simplicité, 

''^ -""bTb;' ''"- b7' 

a, = — a,B,-h^jBj-+- «363. 
Les autres A/y ont des expressions analogues. Les conditions de compatibilité 



(') Coordonnées curvilignes, p. 76. 

Fac. de T., 2« S., I. 53 



4lO K. COTTOX. 

du système 

(5) \u = o 

s'oblîennciil en égalant les diverses valeurs des dérivées troisièmes de R obtenues 
en dérivant les équations (5), puis en rem])laçant, dans les relations obtenues, les 
dérivées secondes à Taide des équations (5). Les conditions obtenues peuvent être 
mises sous la forme suivante : 

(lO) \^^st)—o (/•, .v, / = i,'i,3), 

en posant 

11 est facile de vérifier que les expressions \r(st) ne dépendent plus de R. Eu 
résumé, les retalions (lo) sont les conditions nécessaires et sujfi sa nies pour 
que la variété proposée soit susceptible d'une représentation conforme dans 
l'espace euclidien, 

18. Avant d'aborder le cas général, observons que, dans une variété à trois 
dimensions, il existe toujours des systèmes triples orthogonaux par rapport 
à la forme fondamentale. En effet, on peut toujours, par un changement de 
variables, ramener le ds^ à ne contenir l'une des différentielles que par son seul 
carré ('). Par un raisonnement analogue à celui de M. Darboux pour Tespace 
euclidien (^), on peut alors appliquer les théorèmes de Cauchy aux équations aux 
dérivées partielles des systèmes triples orthogonaux de la variété considérée et 
établir l'existence de pareils systèmes. On pourra donc toujours ramener par 
un changement de variables le ds'^ d'une variété à trois dimensions fi la 
forme (6). 

Désignons toujours par 

( I ) ds*^ 1^ 2. ^ij ^^i ^^j 

les ds' de la variété donnée, que nous supposons maintenant de forme quelconque. 
(Conservons, d'une façon générale, les notations précédemment adoptées à une 
exception près : la lettre R représentera maintenant une fonction arbitraire des 

(*) Darbolx, Leçons sur ta Théorie des surfaces, l. il, p. 5o5. Le raisonnement fait à 
cet endroit suppose le ds^ dcfini positif, mais on peut démontrer la proposition pour un ds^ 
quelconque, à discriminant non nul. 

(*) Leçons sur les systèmes triples orthogonaux et les coordonnées curviliffnes, 
t. I. Cliap. I. 
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variables x. Nous emploierons leslellrcs accentuées x\ a\^^ A^,, 51/,, A^^, R', . . ., 
pour désigner les éléments homologues de x^ Orst ^rst 3iiji ^pqt R? • • •? dans une 
variété x\ ds'^ déduite de x, ds^ par un changement de variables quelconque. 
Les Xptj s'expriment linéairement en fonction des ^ij\ ceux-ci s'expriment 
linéairement en fonction des J3l^y et, par suite, des A' . Donc les Ay,^ se déduisent 
des A' par une substitution linéaire homogt-ne dont il est facile de déterminer 
les coefficients. En effet, R élant arbitraire, les coefficients des A' , dans les 
expressions des A^* en fonction des A' , sont visiblement ceux des dérivées 

secondes , , dans l'expression de -. — -r-;- en fonction des dérivées premières 

(JX If UX f. UX p uXg 

et secondes de R'. On peut énoncer ce résultat sous la forme suivante : 
La forme quadratique {*) de différentielles 

( I a ) \{ dx) = 2^ '^Pi ^^P ^^'1 

est un covariant de ds-. 

Nous avons vu (n** i) que tout covariant de différentielles attaché à ds^ donne, 
par dérivation, un covariant nouveau (2). Appliquons ce résultat à \{dx). En 
posant 

(,3) A.,,y)--^— --;^-^2|^r^^ 

l* H- 

le nouveau covariant obtenu est 

(i4) C{dxy Sx y Dx) = \ AA(/y) l}xji.(dxidxj — dxjdxi), 

La sommation s'étend aux valeurs i, u, 3 de l'indice A', et au.x combinaisons 

sans répétition 

(ij)^(2^), (Si). (12), 

des indices i, 2, 3 pris deux à deux. 

Dans le cas de la forme (6) les coefficients de ce covariant C coïncident en- 
tièrement avec les fonctions \r(se) définies au n" 17. Mais nous pouvons supposer 
que ds'^ a la forme (6). Les fonctions Ai.,,,j et le covariant (7 ne dépendent pas 
de R'. La transformation de passage de ^', dà'^ à Xy ds^ change R' en R, et le 
covariant C dans le covariant C. Donc : 

Le covariant C{dx, oj?, Dj;) ne dépend pas de la fonction arbitraire R. 



(<) La relation A,,^ = A^^, résulte immédiatement des équations (3) de définition de A,,,,. 
(*) Pour le cas particulier qui nous occupe, voir Biaxciii, Lezioni di Geometria diffe- 
renzialCy Chap. Il, p. 53. 
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Les propriétés d'invariance de C et les résultats du n" 17 nous permettent 
d'énoncer encore la proposition suivante : 

La condition nécessaire et suffisante pour que la variété proposée puisse 
être représentée conformément sur V espace euclidien est que le co\'ariant 
Cj{dxj OJT, Dx) soit identiquement nul. 

Le premier problème que nous nous étions proposé est donc résolu. 

19. Soit p une fonction des variables x; posons, comme précédemment, 

d(j^z=i p^ ds^. 

il résulte de ce qui précède que le covariant C est le même pour les variétés x, 
ds^ et Xj d7^. Admettons, pour un instant, que l'on puisse former à Taide de (- 
un invariant de d^^ qui, exprimé en fonction des coefficients de ds^ et de p, 
contienne en facteur une puissance de p. Nous pourrons disposer de p de 
façon que cet im^a riant, supposé différent de zéro, devienne égal à r unité, 
A cette valeur de p correspond une variété Xj d^^ bien déterminée, que nous 
désignerons par x^ dS^, et que nous appellerons variété principale. 

Soient maintenant .r, ds'^; x' ^ ds'^ deux variétés données (*), pour lesquelles 
nous supposerons possible le problème de la représentation conforme. Soil /* un 
facteur tel que les variétés x, r^ds'^; x\ ds'^ soient applicables. Désignons par 
h^ r- ds^ le rfS^ de la variété principale attachée à x^ ds^\ par A' ce que devient h 
par la transformation de passage de x, r'^ ds^ à x'j ds'^. Cette même transfor- 
mation de passage transforme la variété principale x^ rfS* dans la variété 
.r', h''^ r'^ ds''^\ et, comme la valeur de l'invariant qui a servi a définir la variété 
principale ne change pas, la seconde variété x\ h''^r''^ds'^ est aussi principale. On 
peut donc énoncer la proposition suivante : 

Si deux variétés sont représentables conformément l'une sur l'autre, hfurs 
variétés principales sont applicables et réciproquement. 

VaC dernier [)oint est évident. 

20. 11 nous reste à établir rcxisteucc d'un im'ariant de d^'- différent de zéro 
contenant en facteur une puissance de p. Nous supposerons pour cela ds'^ dé- 
fini positif , 

Nous montrerons d'abord que le coiariant C{dx^ ox, Dx) peut être rem- 
placé par un coKariant bilinéaire équivalent. 



(*) On remarquera que lis'^ a une autre signiliration qu'au numéro précédent. 
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Kn posaiil 

Mi = dx^ ix^ — (Ix^ Sx^y //j = dxi dxi — dx^ dx^^ i/, — dxi dxf — d.r^ oxi 
et 



on peut écrire 



(.^i — Ax(i3), C^j — A^(3j), (.^3 — Ax(iî), 



C(dx, ô.r, \)x) = ^Qi hxn^Ui. 

ki 



On vérifie aisément que les deux expressions 

i 

y_i__^(,.,lï).r,) 
^p*V A àdxi^^ " . '^ 

sont des covariants de dv^, (Rappelons que A représente le discriminant de ds'^.) 

Nous pouvons en conclure que les expressions — ,^ -r—r- subissent, par un chan- 
^ ^ ^ p3^/^ ddxi ' 

gement de variables^ la même substitution linéaire que les ;//, et (|ue, par con- 
séquent, h /orme bi linéaire 

- ^{dx, D.Z ) = y - ^c,, {)x, 4^ 

est un coK^arianl de rfo--. Le covariant analogue, relatif à ds^^ est manifestement 
^*(rfx, Dx). il est évident d'ailleurs que ^' ne s'annule identique me ni que 
lorsque C est identiquement nul. 

Les deux séries de variables dx^ D.r, de la forme W subissant, par un change- 
ment de variables, la même substitution linéaire, nous sommes conduits à consi- 
dérer les formes suivantes, que Ton obtient en échangeant les variables dx^ l).r, 
ajoutant et retranchant les résultats obtenus : 

- V(dx, \)X) rrr -1 ^\dx, \)x) -f — *'( I)^, dx), 

p 2 2 



-r,(r/.r, l).r )= ^ ^(dx, IKr)— --M'(I)^, dx) 

2 2 



Si Ton pose 



^^ =^^y,Adxi])xj,, 



ék 



f. . ' 
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on aura 






2 
1^ 



K\{dr, 1)^) -^-(V/A — Vai)'^^-^/ l>''*x- 



/A 



Nous \ oyons ainsi <|ue F est la forme polaire de la forme quadratique 

4» ( e/.r ) = y i- ( yx , -+- 7/A- ) dxi dj^. 



lA 



ri que Ton a l'idcntilé 

ii{d.v, I)x)4-G(l).r, ^Ar) = o. 
lùifin ridcnlité 

montre (|uc F et G ne sont identiquemcnl nuls que lorsque M' el, par suile, C sont 
i<lcnti(|uenient nuls. 

i21. Nous pourrons donc remplacer C par rensembte de la forme quadra- 

tinue - ^(dj) et de la forme bilincaire - G(dxy Dx). 

' p *^ p ' 

Les fonctions symétriques élémentaires des racines de IVquation en X obtenue 
<»n annulant le discriminant de a^^/o-'-h — ^(dx) sont des invariants de la variéU* 

(chacune de ces fonctions contient en fadeur une puissance de — » d'exposant 

r 

égal à son poids. Observons, de plus, que r/o-- étant défini positif (d^'- et ^ sont 

nécessairement à coefficients réels), les racines et les fonctions symétriques r/e 

ces racines ne sont toutes nulles que dans le cas où <t est identiquement nul. 

Si <t est différent de zéro, nous aurons au moins un invariant répondant à la 

iiueslion. Si * est nul, nous aurons recours à la forme -G(dx. Dx), (Combinons 

P 

celle forme avec la forme polaire de dy^; nous obtenons une nouvelle équation 
en X, en annulant le discriminant de 



.1 Â^ dx, 



Les fonctions svmétricpies des racines de cette équation présentent les nit^nies 
propriétés d'invariance que celles de la précédente; elles contiennent aussi en 

facteur une puissance tie — • Il resle à voir dans quelles conditions ces fonctions 



vSi:U LKS VARIÊTKS A TROIS DIMENSIONS. /| 1 5 

syiiiélriqiics sont toutes nulles. Pour cela, supposons ch- ramené, par un chan- 
p^enienl de variables, à la forme ^?*Bj^ dxf ^ l'équation en A est alors 

p«PBÎB*BÎ-h7J[B;(y,3--73,)*+IM{V3i--Vu)'+Bî(7,,-y,,)»]z:=o. 

Pour fjue les racines de celte équation soient toutes nulles, il faut qur 
Yan — Y.i2î yai — YiS) V12 — ^21 le soient, c'est-à-dire que G soit identiquement 
nul. Or, si 4> et G sont nuls tous deux il en est de même de C(dx^ o.r, Do:*). 

En résumé : 

Étant donnée une variété à trois dimensions et à ds- déjini positif, il est 
toujours possible, soit de la représenter conformément sur l'espace euclidien, 
soit de lui adjoindre une variété principale. 

22. Le problème de la représentation conforme parait se compliquer dés (pie 
Ton suppose les variétés données à plus de trois dimensions, ainsi cpie nous allons 
l'indiquer sur un cas particulier. 

Supposons que l'on ait une variété à n dimensions (/« >> '^) x, ds* dont le ds'^ 
ait la forme particulière 

(i5) ds^ = ^]\f dxf (/ = !, 2, ..., /i), 

i 

étudiée par M. Darboux (*). Si l'on veut clierclier les conditions pour <|ue la 
variété précédente soit représentable conformément sur l'espace euclidien à n 
dimensions, c'est-à-dire sur l'espace x\y x^, . . ., x),, ds'- 

(16) cts'' = ^clxt\ 

i 

on procède de la façon suivante : On considère la variété x, rfo**, en posant 

(17) d(j^=p^ds\ 

M. Darboux, dans le Mémoire cité, a donné les conditions pour qu\ine variété 
dont le ds^ a la forme (i5) soit euclidienne. On peut appliquer ces conditions à 
la variété x, rfT-, puisque rfo-* est de la forme voulue. On obtient ainsi un sys- 
tème ^ d'équations aux dérivées partielles du second ordre qui doit donner la 
fonction p. On peut encore prendre R = logp comme fonction inconnue dans le 
système 7^» 



(') Annales de VKcole \ormale, vi« série, t. VII; 1878. 
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(le syslt'ine \ est alors analogue au système S du n** 15; mais il en diffère, si n 

est supérieur à trois, par le fait suivant : On peut résoudre ^ de différentes 

façons par rapport aux délitées secondes de II. En égalant les valeurs 
trompées y on obtient une première série de conditions de compatibilité où 
ne figurent que les coefficients du ds'^ et leurs dérivées d'ordre inférieur ou 
égal à deux. H est inutile d'écrire ici ces conditions. 

Si ces conditions se trouvent satisfaites, N^ donne un système de valeurs bîeo 

déterminées pour les dérivées secondes de K. Egalant alors les diverses valeurs 
des dérivées troisièmes de H, obtenues par dérivation des valeurs trouvées pour 
les dérivées secondes, tenant compte des équations précédentes, on obtient une 
seconde série de conditions de com|)atibilité où figurent les dérivées des trois 
premiers ordres des coefficients de ds'^. Les deux séries de conditions sont néces- 
saires et suffisantes pour que la variété donnée soit représentabic conformément 
sur Tespace euclidien à n dimensions. 

Considérons maintenant un ds'^ de la forme (i5) pour lequel les premières des 
conditions précédentes sont seules satisfaites. 11 est évident que Ton pourrait, 
comme précédemment, définir un covariant cubique, à trois systèmes de difleren- 
tielles, commun à toutes les variétés jr, p'-ds'^^ p étant fonction quelconque des 
variables .r. Il e<it probable que ce covariant permettrait de définir encore une 
variété principale; mais Tétude algébrique du problème devient évidemment plus 
compliquée que pour le cas de n := d. A fortiori, en serait-il de même pour les 
variétés quelconques dont le ds'^ peut prendre la forme (iS)^ et plus encore pour 
les variétés à ds'^ absolument quelconque. En effet, le lliéorème du n** 18 ne peut 
pas se généraliser pour une variété à plus de trois dimensions. Il faudrait alors 
commencer par étudier directement les équations obtenues en égalant à zéro les 
coefficients du covariant G, de Cliristoffel relatif à la variété .r, rfo**, ce dont 
nous avons pu nous dispenser dans le cas de trois variables. 



CHAPITRE IV. 



FORMES DK DU FIÎRENTIKLLKS INVARIANTES VIS-A-VIS 

\)K CERTAINS GROUPES. 



23. Considérons, dans la multiplicité jTi, .r^, . . ., Xn^ n expressions de Pfafl' 

(i) (i{dx) :j:^/,.y(,r-,, .r*, . . ., x„)dj'j (i,y = i, 2, . . ., n). 
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Nous supposerons que ces expressions considérées comme formes linéaires des 
différentielles dxj sont linéairement indépendantes. On peut alors résoudre les 
relations (i) par rapport aux différentielles dxj ety par suite, exprimer la diffé- 
rentielle d/ d'une fonction quelconque des variables x en fonction linéaire et 
homogène des l(dx)j et cela d'une seule façon. Soit 

(2) d/ = ^l,(dx)\J. 



Les Al/ sont des /ormes linéaires indépendantes des dérivées de/; nous les 
considérerons comme les symboles de n transformations infinitésimales ainsi 
ASSOCIÉES aux expressions de Pfaff données. 

Inversement, on peut se donner à l'avance n Iransformalions infinitésimales, 
dont les symboles soient des formes linéaires indépendantes des dérivées de/, el 
leur associer, par la relation (2), n expressions de Pfaff //(t/x). 

Il est bien évident que deux systèmes associés d'expressions de Pfctff et de 
transformations infinitésimales restent associés après un changement de 
variables quelconque. 

Nous ferons deux applications particulières de cette remarque. 

En premier lieu, nous compléterons une proposition établie à la fin du Cha- 
pitre II (n** 13). Nous avons démontré, à cet endroit, que la transformation de 
passage d'une variété x^ ds^y en une autre x', ds''^^ devrait satisfaire à un svslème 
d'équations aux différentielles totales de la forme 

(3) lt{dx)=z ll(dx') (£ =: I, 2, . . ., /*)» 

que l'on obtient par des opérations algébriques et des dérivations. Désignons par/ 
et /' deux fonctions dépendant la première des variables x^ la seconde des va- 
riables x'\ supposons que /et/' se correspondent par la transformation de pas- 
sage. Soient A// et A]/' les systèmes d'expressions de Pfaff associés respective- 
ment aux li{dx) et aux l\{dx'). La transformation de passage doit satisfaire au 
système d'équations linéaires aux dérivées partielles 

(4) a,/ = a;./', 

équivalent au système (3). On remarque bien, comme nous l'avions annoncé, 
que le système (4) est symétrique par rapport aux deux variétés. On compléterait 
l'étude du système (4) comme dans le cas de trois variables. 

Imaginons, en second lieu, que nous ayons un changement de variables 
transformant en elles-mêmes les expressions de Pfaff : il transformera aussi 
en elles-mêmes les transformations infinitésimales associées. Si le changement 
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(le variables correspond à une iransformalion infinitésimale d'un groupe à un 
paramètre, la proposition précédente prend une forme intéressante, que nous 
allons établir analyliqiiement au numéro suivant. 

î2t. Soit 

I 

une transformation infinitésimale quelconque de la multiplicité Xi^x^, ..., x„, 
Pro/on figeons (') X/, la transformation obtenue 

t 

est relative à la multiplicité à 9-/i dimensions j:/, rfx,. 
Dans ridenlité 

(7) d\f(x) = \^'^d/(x), 

exprimons les diflérentielles rfX/et df au mojen de (a), Tidentité obtenue peut 



s'écrin» 



(8) 2'"('''^')(-^*^)/=2-^*-^^""*^'''^)- 

Supposons tous les X^'^ tkidx) nuls; autrement dit, supposons que les l/^(dx) 
admettent la transformation X^*^F (on dit aussi admettent la transforma- 
tion \f)i le second membre de Tidentilé précédente se réduit à zéro, et, par 
suite, tous les crochets (A>|X)/sonl nuls. En résumé : 

Si les expressions de Pfoff l{dx) admettent la transformation X/, les 
transformations infinitésimales associées sont échangeables avec \f et réci- 
profjuement, 

(La réciproque est vraie parce que tous les \f ne peuvent être nuls en même 
temps.) 

La proposition précédente ramène la recherche des systèmes (i) d'expressions 
(le PfalV invariantes vis-à-vis des transformations d'un groupe G donné, à celle 
des transformations infinit('simales échangeables avec celles du groupe G. Ce 
dernier problème est bien connu (^) et nous conduit aux propositions suivantes : 

Soient \if les transformations infinitésimales d*un groupe G, nous suppo- 



(*) Lie-KN(tKh, Transformât ions fruppcn, I, Cli. iri. 
(*) Lik-Kngki.. Transforniationsgruppen. I, p. *i7(». 
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serons qu'il n^ existe entre elles aucune relation de la forme 
(9) 2^'*^"^*' ^ï. • • •» ^/i)X//=o. 

i 

11 exîsle alors une infinité de transformations inGnitésimales échangeables avec 
celles de G. Choisissons n de ces transformations de façon que leurs symboles K/^f 
soient formes linéaires indépendantes des dérivées de /. Les expressions de 
VidiS Ifti^dx) associées aux \f(/ 'k Taide de (2) sont invariantes vis-à-vis des trans- 
formations de G. 

Jl y a une infinité de systèmes de n transformations infinitésimales L//, formes 
indépendantes des dérivées de / et échangeables avec celles de G. L'un quel- 
conque de ces systèmes se déduit du système choisi Aa/ par une substitution 
linéaire à déterminant non nul, les coefficients de la substitution étant des inva- 
riants de G. D'ailleurs, à toute substitution linéaire efTectuée sur les A^/ cor- 
respond une substitution linéaire efTectuée sur les expressions de PfafT associées. 
Par suite : 

// existe une infinité de systèmes de n expressions de Pfaff invariantes 
vis'à-vis des transformations d'un groupe G de V espèce indiquée. Tous ces 
systèmes s'obtiennent à partir de l'un d'entre eux par des substitutions li- 
néaires à déterminant non nul, dont les coefficients sont des invariants de G. 

Nous dirons que ces divers systèmes sont équivalents. 

Inversement, en eflfectuant, sur un système d'expressions de PfafT /)t(</:r) inva- 
riantes vis-à-vis de G, une pareille substitution, on obtient encore un système 
de n expressions de PfafT invariantes vis-à-vis de G. 

25. Considérons une forme de difTérentielles F(x, dx) invariante par les 
transformations du groupe G. Nous pouvous y prendre comme nouvelles va- 
riables les expressions de PfafT/(rfa:) précédemment définies. 11 suffît de résoudre 
les équations (i) par rapport aux difTérentielles (ce qui est possible puisque 
les l(dx) sont linéairement indépendantes) et de porter les valeurs trouvées 
dans F{Xf dx). On obtient ainsi une forme 

^[x, l{dx)]= 2 A/,y p(xi, Xi, ,,., jr„)ii(dx)lj(dx) ... ip(dx). 

if h •••>P 

La condition nécessaire et sufïisante pour que ^ soit invariante vis-à-vis de G 
s'obtient en écrivant que X^'^<> est nul, X^*^F étant la transformation prolongée 
d'une transformation arbitraire X/ du groupe G. Or, X^'^ lk{dx) est nul quel 
que soit Ar. De plus, les A ne contenant pas les difTérentielles, les deux exprès- 
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sions X^*^ A et XA sont identiques. On doit donc avoir 



X(t)ll>=z 2 XA/,y pli{dx)lj{dx),,,l,,(dx)^0, 

i-l /» 

Cette identité ne peut avoir lieu que si tous les XA sont nuls, c'est-à-dire si 
les A sont invariants de G. Donc : 

Toute forme de différentielles invariante vis-à-vis de G est une forme des 
variables l{dx), les coefficients de cette dernière forme étant des invariants 
de G. 

La réciproque de celte proposition est évidemment vraie. 

On démontrerait, d'une manière analogue, qu'une forme F(j:, dx, oXy . . . ) de 
plusieurs systèmes c?, o, ... de diflerenlielles des variables x^ invariante vis-à-vis 
de G, s'exprime en fonction des systèmes correspondants l{dx)y /(Sx), ... et des 
invariants de G. 

On établit aisément, d'une façon directe^ la proposition suivante, en quelque 
sorte corrélalive de la précédente : 

Un paramètre différentiel du groupe G s'exprime en fonction des trans- 
formations infinitésimales A^f échangeables avec celles de G et des inva- 
riants de G. 

Remarquons enfin que, si G est transitif (il est alors simplement transitif) les 
invariants précédents sont des constantes. 

26. Le groupe G satisfaisant aux conditions du n° 24, étant ramené à une 
forme choisie comme forme canonique, on déterminera les formes t(dx). Il esi 
naturel de prendre ces formes aussi simples que possible; mais, ce choix fait, on 
peiU encore, par un changement de variables convenable, modifier les formes de 
difiercnlielles invariantes vis-à-vis de G, et cela sans changer la forme adoptée 
pour les transformations de G, ainsi que nous allons l'expliquer. 

Désignons par 

(»<)) X;/=2^/y(a'„ X^, ..., -^/i) J^ 

/ 

les Iransformalions infinitésimales de G, et par li(dx) les expressions de l*faH' 
choisies, invariantes vis-à-vis de G. Il existe des changements de variables 

(II) Xi=(j^i(x\, X\, ..., X\)y 

transformant le groupe G en un groupe G' relatif à la multiplicité x^ et admettant 
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pour transformations infinitésimales 

(12) x;./'=2^,7(x;, x\, ..., K)-j^^ 

j 

les fondions Ç/y étant les mêmes que plus haut. Les transformations (ii) 
jouissant des propriétés précédentes forment un groupe (fini ou infini) que nous 
appellerons H. H est le plus grand groupe admettant G comme sous-groupe inva- 
riant (^); et Ton sait que les équations finies (ii) de H s'obtiennent par l'inté- 
gration de systèmes complets. 

La substitution (ii) transforme les expressions lh{dx) en des expressions de 
Pfaflf \/^{dx') invariantes vis-à-vis de G'. Et il est bien évident alors que les 
\/^{dx') sont fonctions linéaires àesl'f^^dx') déduits des l/,(dx) par le changement 
de Xiy X2j . . ., Xft en x\^ x'.^^ . . ., x'^^» Nous aurons donc 

(i3) l,{dx) = Mdx') = ^oLin{V)V^{dx'), 

h 

Les OLij sont fonctions des invariants F de G' et restent, dans une certaine 
mesure, arbitraires tant que la transformation (i i) n'est pas complètement déter- 
minée. On peut, dans tous les cas, obtenir les a par l'intégration de systèmes 
complets; puisque Ton peut obtenir ainsi les transformations (i i). Mais, si Ton 
veut simplement obtenir les a indépendamment des équations (i i), on peut, dans 
certains cas, procéder algébriquement. 

Cette circonstance se présente si G est transitif. Aux systèmes d'expressions 
de PfalT l(dx)^ X(rfjc'), l'[dx*) invariantes vis-à-vis de G ou de G', sont associés 
des systèmes bien déterminés de transformations infinitésimales A y, L/' , X' f des 
groupes (j et (j' réciproques de G et G'; et à la substitution 

(«4) li(dx)^Mdx')=^ai^i'^{dx') 

h 

correspond une substitution relative aux kf 

('5) \kf{x):=:Uf'{x')='^K,^\'f{x') 

h 

[/' désigne ce que devient f par la substitution (i i)]. Dans les formules (i4) 
et (i5) les a et les A représentent des constantes (^). On peut déterminer directe- 



(*) Lie-Engël, Transformationsgruppen, Ab. I, p. 36i. 

(*) Les substitutions (i4) et (i5) se déduisent facilement l'une de l'autre, en observant 
que lejs li{dx) et les Xfcf sont, en quelque sorte, des variables contragrcdientes. 
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ment les A, d'après un ihéorèine de M. Lie (*) : Les A sont les constantes les 
plus générales telles que les constantes de structure soient les mêmes pour 
l^s La/' et pour les Aj^/'. La délerminalion des A se fait bien algébriquement. 

27. Les équations (i3) peuvent être considérées comme les équations d'un 
groupe linéaire et homogène S (dont les variables sont l(dx)). Donnons-nous 
maintenant une forme de différenlielles F[l(dxy\ invariante vis-à-vis de G. Nous 
pourrons toujours disposer des arbitraires contenues dans les formules (i3), de 
manière à transformer F[/(rf.r)] en une autre forme plus simple ^[l'(dx')]. Il 
faut alors distinguer deux cas : ou bien on peut choisir ^ de sorte que la substi- 
tution ramenant F à <ï> soit déterminée enlièrement; ou bien cela n'est pas 
possible. Dans ce dernier cas, quelle que soit la forme 4>. choisie, la substitu- 
tion (i3) ramenant F à 4> contient encore des arbitraires. 11 est bien évident alors 
que F admet les substitutions d'un groupe linéaire et homogène ï 

l,(dx) = '^^,j{V)rj(da:'), 
i 

détaché du groupe S. A ce groupe ï correspond manifestement un groupe R, 
détaché du groupe H précédemment considéré. Le groupe G est alors un sous- 
groupe invariant du groupe K. 

« 

28. Les propositions précédentes suffîsent pour la détermination des variétés à 
trois dimensions admettant un groupe continu, problème qui nous occupera plus 
loin. Nous indiquerons auparavant comment on peut utiliser ces propositions à 
la détermination des formes de différentielles invariantes vis-à-vis de groupes ne 
satisfaisant plus à la restriction du n'' 24. Soit F un pareil groupe. On peut tou- 
jours trouver un sous-groupe G de F, satisfaisant à la condition du n° 24 (on 
prendra pour G un groupe aussi grand que possible). Désignons par X/ la trans- 
formation infinitésimale la plus générale de F, par I^ les invariants de G sup- 
posés déterminés; supposons, en outre, que l'on ait un système d'expressions de 
Pfaff/>i(^/jt:) invariantes vis-à-visde G. Une forme de différentielles F[Ia, lk{dx)\ 
invariante vis-à-vis de G, le sera aussi vis-à-vis de F si l'on a 

h * k 

en désignant par X^*^ ï^(^) dx) la transformation obtenue en prolongeant la trans- 
formation infinitésimale arbitraire X/du groupe F. 



(*) Lie-Engel, Transfor mations g ruppen, Ab. I, p. 338 et 38i. 
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Il est alors facile de voir que la dé lermi nation des formes invariantes vis-à-vis 
de r se ramène à l'intégration d'un système complet, dont les variables sont U 



CHAPITRE y. 

VARIÉTÉS A TROIS DIMENSIONS ADMETTANT UN GROUPE CONTINU 



29. Nous allons appliquer les résultats précédents à la détermination de 
types canoniques pour les variétés admettant un groupe continu de trans- 
formations en elles-mêmes. Nous ne traiterons entièrement le problème que 
pour les variétés à trois dimensions. Dans ce cas particulier, M. Riancbi ('*) a 
donné une solution complète pour les variétés à groupe réel, et à ds^ défini 
positif. Nous laisserons de côlé ces restrictions; il serait, d'ailleurs, aisé de voir 
directement quelles modifications elles apporteraient aux résultats obtenus. 

Considérons d'abord une variété quelconque Xx^, x^^ . . ., x^^ ds^, admettant un 
groupe continu. Soit 

une transformation infinitésimale de ce groupe, Xf*^F(x, dx) la transformation 
prolongée correspondante. On doit avoir Tidentité 

qui conduit à — ^ équations du premier ordre auxquelles doivent satisfaire 

les \ : équations données par M. Killing (^). Ce sont les équations de défini- 
tion (') du groupe de la variété. En les dérivant on peut obtenir des équations 
du second ordre que l'on peut résoudre par rapport aux dérivées secondes de \. 
Nous n'écrirons pas les formules de Killing; mais nous utiliserons les proposi- 
tions suivantes qui en résultent immédiatement : 

Le groupe de transformations d'une variété en elle-même n'admet jamais 
de transformation infinitésimale d'ordre égal ou supérieur â deux (*), 

(*) BiANGiii, Sugli spazi a tre dimensioniy etc. {Mémoires de la Société italienne des 
Sciences, série III, t. \I, p. 267.) 
(•) Killing, Ueber die Grundlagen der Géométrie (Journal de Crelle, t. 109, p. rii ». 
(•) Lie-Engel, Transforniationsgruppen, I, p. 184. 
(*) Ibid,, p. 191. 
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Deux transformations infinitésimales du groupe de transformations d'une 
variété en elle-même ne peus^ent avoir leurs trajectoires communes (*). 

30. La première de ces remarques permettrait de simplifier la détermination des 
types possibles pour les groupes de transformations d'une variélé en elle-même. 
On sait (2) qu'à tout groupe G d'une multiplicité j:,, X2^ ..., x„, et qu'à tout 
point ^{x\, , . ., x^^) de cette multiplicité est attaché un groupe linéaire et homo- 
^'ène r, indiquant comment G transforme les éléments linéaires passant par P. 
Si G est le groupe de transformations d'une variété en elle-même, F laisse inva- 
riante une forme quadratique à coefïîcients constants (P est fixé). On peut donc 
déterminer les formes possibles du groupe F. Cela fait, si G est transitif, un 
nombre fini d'opérations efTectuables et l'intégration d'équations difTérentielles 
ordinaires donneraient les symboles des transformations infinitésimales de G. Ce 
cas particulier de la détermination d'un groupe transitif est plus simple que le 
cas général, parce que l'on n'a pas à considérer de transformations infinitésimales 
d'ordre supérieur à un. C'est d'ailleurs la méthode employée par M. Lie dans ses 
recherches sur le problème de Riemann-Helmhoitz ('). Nous pourrons nous 
dispenser de la recherche précédente dans le cas de trois variables. 

Une fois connus les divers types possibles pour les transformations infinitési- 
males d'un groupe de transformations d'une variété en elle-même, on obtient les 
variétés correspondant à l'un de ces groupes de la façon suivante. On écrit que 
les équations de définition du groupe de la variété sont vérifiées par les transfor- 
mations infinitésimales du groupe donné. En considérant les relations obtenues 
comme des équations aux dérivées partielles, où les fonctions inconnues sont les 
coefficients du ds^^ on obtient un système diff*érenliel qu'il ne reste plus qu'à in- 
tégrer. C'est la méthode qu'a suivie M. Bianchi, en faisant usage, en outre, de 
considérations géométriques qui simplifient beaucoup l'étude du système diOe- 
rentiel précédent. M. Bianchi recherche d'abord les variétés correspondant aux 
groupes dont les transformations infinitésimales Xy sont formes linéaires indé- 
pendantes des dérivées de/. Dans ce cas, comme nous l'avons vu précédemment, 
l'intégration du système différentiel revient à la recherche des transformations 
infinitésimales échangeables avec celles du groupe donné. 

31. Limitons-nous maintenant au cas de trois variables. Nous allons examiner 
les diverses hypothèses possibles (*) pour le groupe de transformations de la va- 



(*) Bianchi, Mémoire cité, p. 27*2. 
(') Lie-Engel, Transformationsgruppen, I, p. 6o3. 
(') Lie-Engel, Transformationsgruppen, III, Ghap. 17. 
(^) Voir les § 5 et 3G du Mémoire cité de M. Bianchi. 
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riété en elle-même. Rappelons que ce groupe est nécessairement fini et comprend 
au plus si& paramètres. 

Si le groupe en question, que nous désignerons par G, n'est pas continu (se 
réduit, par exemple, à la transformation identique) les coefficients du ds^ peuvent 
être des fonctions quelconques des variables Xx^ X2y Xi\ mais on peut toujours, 
et d'une infinité de façons, trouver un changement de variables ramenant le ds^ a 
ne contenir que les carrés des difTérentielIes ('). 

Si G est à un paramètre, on a, de suite, un type canonique pour la transfor- 
mation infinitésimale G et la méthode du Chapitre IV (n° 25) est applicable. 

Si G est à deux paramètres, on peut le considérer comme engendré par deux 
transformations infinitésimales X,y, X^y. Ces deux transformations infinitési- 
males ne peuvent avoir leurs trajectoires communes, et, par suite, Xi/, X^y sont 
formes linéaires indépendantes des dérivées de /. Ayant choisi des formes cano- 
niques pour Xiy, X2y*, on aura les ds'^ des variétés correspondantes par la mé- 
thode du n^" 25. 

Si G est à trois paramètres, il faut distinguer deux cas. Si G est intransitif, 
on considère un sous-groupe à deux paramètres de G (on sait qu'il existe tou- 
jours). On est alors conduit à rechercher dans quels cas les ds'^ précédemment 
trouvés, donnés par un groupe à deux paramètres, admettent un groupe plus 
grand. Si G est transitif, il est simplement transitif; on détermine des types 
canoniques auxquels on peut ramener de pareils groupes; et à chacun de ces 
types on applique la méthode précédemment indiquée (n*' 25). 

Enfin le cas où G est à plus de trois paramètres se ramène aux précédents. En 
effet, tout groupe à plus de trois paramètres admet des sous-groupes à trois pa- 
ramètres. On cherchera donc dans quels cas les ds"^ précédemment trouvés 
admettent des groupes à plus de trois paramètres. 

Nous avons conservé cet ordre pour l'exposition des résultats trouvés. Pour 
tous les groupes dont les transformations infinitésimales X/sont formes linéaires 
indépendantes des dérivées de y*, nous indiquons le système choisi pour les 
formes l(dx) et la substitution S correspondante, (loir Chapitre précédent, 
n~ 26 et 27.) 

Groupes intransitifs, 

32. On peut prendre pour forme canonique de la transformation infinitésimale 
d'un groupe à un paramètre 

Le groupe correspondant laisse invariantes les fonctions des variables x^^Xt et 

{«) FoirChap. ni, nM8. 

Fac, de T., a» S., I. 55 
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les formes 

Li li{dx)^=.dxi. 

Les ds"^ correspondants sont donc réductibles à la forme canonique 
1 ^ Oij ( J?„ ^s ) dxi dxjy 

que Ton pourrait simplifier encore à l'aide de la substitution (*) 

les o étant fonctions quelconques de j?3, ^3, c une constante arbitraire. 

Les groupes intransitifs à deux paramètres n'adjnettant qu'un seul invariant 
sont semblables (^) soit au groupe engendré par 



^'' Ê- 




soit au groupe engendré par 






''^ -^, 



Les deux groupes précédents admettent X\ comme invariant. 
A Ta on peut faire correspondre les formes 

L2 li ( dx ) = dxiy 

et la substitution 

les cp sont fonctions arbitraires de Xx seul ; les a sont des constantes arbitraires. Une 
forme quadratique des variables /<, /2, /a, dont les coefficients sont fonction de x^ 
seul constitue le ds^ d'une variété admettant le groupe Ï2. Les substitutions S^ 
permettent de réduire une pareille forme à l'un des types canoniques suivants : 

H dx\ -\- a^idx\-\- laiidx^dx:^-^- a^^dx\, 

ir a(dx;i-\- b dXiY-j- ^dxxdx^; 

les lettres a et h désignent des fonctions de ^,. 

On s'assure, de même, que l'on peut faire correspondre à T3 les formes inva- 



(») Nous écrirons toujours de cette façon abrégée les substitutions S ; nous supprimons. 
en outre, les accents des seconds membres des équations (i3) du n* 26. 
(*) Voir Lie-Engiîl, Transformationsgruppen, Ab. I, Chap. XIX. 
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riantes 

et la substitution ( ^ ) 

S, /„ /„ /,; 9/,, /,+ ^'/., e*(/,-+-x^«-+"X'A); 

», y, ^ désignent des fonctions arbitraires de Xi\ '^', )f', ^', leurs dérivées. On vé- 
rifie aisément que le ds^ d'une variété correspondant au groupe étudié peut être 
ramené à Tune des formes canoniques 

III dx\ ~r- «11 dx\ -♦- 2 «1, dx^{dx^ — x^ dx^ ) -+- a,, ( dx^ — x^ dx^ )', 

III' a{dx^ — Xidx^)*"h 2 dxi[dxf-i- h{dx^ — x^dx^)], 

III* adx\-\- idxx{dx^ — x^dx^-h hdx^); 

les lettres a et b désignent des fonctions de x^ . 

33. II nous faut maintenant rechercher dans quels cas les ds^ donnés par les 
deux groupes précédents admettent un groupe intransitif à plus de deux para- 
mètres. Nous observerons, pour cela, qu'un groupe laissant invariants à la fois x^ 
et ds^ laisse aussi invariants dx^ et le covariant quadratique cp(X|,rfjF), attaché 
à Xi et ds^ (défini au Chap. I, n** 4.) De l'ensemble de formes ds^y ?(j:^m dx)y 
dXi nous pourrons, en général, tirer un système de trois expressions de PfalF 
invariantes, équivalent au système L^ ou au système L3 suivant le ds^ dont on 
est parti. Il est alors aisé de voir que le groupe dont on est parti est le groupe 
le plus général, laissant Xi et ds^ invariants. Si, au contraire, l'ensemble ds^j 
o(Xiydx), dXi ne donne pas un système de trois expressions de Pfaff, il peut 
arriver que l'on ait un groupe à plus de deux paramètres laissant invariants Xt 
et ds'. 

Le calcul des formes 0(1:1 , dx) n'offre aucune difficulté et conduit aux résultats 
suivants. 

Pour le ds^ désigné par II, on a 

(1) 9(^1» dx) = a',, dx\ -H 2a',, dx^dx^-^ a\^ dx\^ 

les lettres accentuées désignant les dérivées des fondions correspondantes de x^, 

(*) Pour déterminer S3, on a cherché directement les changements de variables de la 
forme xx — ^\{x\)y Xi=oi{x\,x'^^x\)^ Xi= ^i(x\,x\yx'^), transformant ;r^, ^^"r^ *^" ^^^ 
combinaisons linéaires à coefficients constants de -~t> ^^^ -rn" 
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Considérons, avec celte forme, l'expression 

( Jt ) ds* — da'\ = <7,j djrl -h a «„ dx^ dx^ -i- a,, dx\^ 

L'ensemble des deux formes (i), (2) et de dx^ donne un ensemble de trois 
expressions de Pfaff équivalent (') à l'ensemble L2, sauf dans le cas où a'^^^ 
a\^^^ «33 sont proportionnels à 0221 ^2s> ^^33) c'est-à-dire lorsque les rapports 
mutuels des a sont des constantes. On peut alors, par une substitution conve- 
nable S2, ramener ds^ à la forme 

IV dx\^a{x,){dx\-{-dx\), 

qui admet manifeslcmcnt le groupe à trois paramètres engendré par 

On Irouvc, pour le ds^^ II', 

9(jr,, ^yT) =: ab'{dx^-i- bdx^)dxi, 

et Ton en conclut aisément que si 6' n'est pas nul, IF n*admet que le groupe To. 
Si // est nul, h est une constante que Ton réduit à zéro par une substitution S^ : 
on ramone alors, par un changement de variables, ds^ à la forme 

V a{Xi){dxl -h 2dxidXi), 
admettant le groupe engendré par 

Pour le c/a2, IH, 

9(.r,, dx) := tf'j, dx\ ■+- aa,, dx^(dx^— x^dx^) -f- a'^^idx^— x^dx^)^. 

Dans ce cas encore, ds^ n'admet un groupe à plus de deux paramètres que si 
les rapports mutuels des a sont des constantes. Dans ce cas, une substitution S.i 
ramène ds^ à la forme 

M dx] -r- a(Xi)[dx\ -h {dx^ rjC^j:-,)*], 

admettant le groupe 

•^ i}Xi "^ dx^ *•' dx^ 2 ^ " àx^ 



(M Voir Chan. IV. n' il. 
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Pour les ds^^ IIF et III", on a respeclivement 

(p(j:,, d:v) T= a{dxz — jc^ dx^Y-\- b{dxi — x^dx^) dx^, 
9 ( j?,, dx) ■= dxf dxi, 

et l'on s'assure aisément que les ds^ considérés ne peuvent jamais admettre un 
groupe intransitif à plus de deux paramètres. 

Groupes transitifs, 

34. Avant d'examiner les différents types de groupes G simplement tran- 
sitifs, indiquons une méthode pour déterminer les substitutions S (n" 27) cor- 
respondantes. Tout revient, comme on sait, à trouver les substitutions linéaires 
à coefficients constants, qui, effectuées sur les transformations infinitésimales \,f 
du groupe réciproque F, n'altèrent pas les constantes de structure. 

En désignant par c/ajCcs constantes, on a 

(A|A/t) = ^Cjks^^sf' 

s 

Le groupe V étant à trois paramètres, on peut considérer, avec M. Lie ('). la 
forme bi linéaire 

s 

Soient 

i I 

deux transformations infinitésimales de F, on a 

s 

en remplaçant 1^1, U2^ u% respectivement par a2 ^3 — 3^3,82, as^i — a, fia, a, ^2 — ^l'^x- 
Exprimons les A// en fonction de trois autres transformations infinitési- 
males M^f de F, 

(3) A,/=r2'''V-S/. 

et faisons correspondre aux constantes a et ^ des constantes a', fi' telles que 



(*) Lie-Engel, Transformaiionsgriippen, Ab. III, p. 718. 
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Ton ait 

Soit ^(u\ v') la forme bilinéaire correspondant aux A'. En remplaçant les u 
comme précédemment, el, d'une façon analogue, u\ par a^p, — «iP^î " "> ^^ ^ 
évidemment 

(4) F{n,\/) = ^{ii',A'f). 

Mais il est facile de déterminer la substitution linéaire exprimant les u en fonc- 
tion des li' et de remplacer alors Tidentité (4) par la suivante, 

F(Ao,A/) = «I»(A'o,A'/)|Al, 

en désignant par | ^ | le déterminant de la substitution (3), par 9 une fonction 
quelconque dilTérenle de y. On conclut de là le résultat suivant : Les substitu- 
tions cherchées sont celles qui, effectuées simultanément sur les deux séries de 
variables de la forme F(A'^, A/), reproduisent celte forme multipliée parle déter- 
minant de la substitution. De là résulte la règle suivante : 

On détermine d'abord les substitutions (3) qui, effectuées sur les \f et 
les \o, transforment en elle-même F(A^, A/). La substitution cherchée est 
alors 

W=2;î^a;/. 

Remarquons encore que si le discriminant de F(A^, A/) n'est pas nul, [ h | est 
égal à ±:i,et que les substitutions cherchées transforment en elle-même, au 
signe près, la forme F(A*^, Ay*). 

35. Les transformations infinitésimales d'un groupe simplement transitif à 
trois variables peuvent être ramenées à Tun des types (5), (7), T7, T», Tg exa- 
mines plus loin. 

Pour chacun de ces types, nous indiquons les transformations infinitésimales A /* 
choisies pour le groupe réciproque et la forme correspondante F(A^, Ay"). 

Le groupe 

(5) \,f=^^, {\,\,) = o 

laisse invariantes les différentielles dxi. Les coefficients de la substitution S sont 
des conslanlos quelconques. On peut toujours ramener les ds^ correspondants 
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à la forme euclidienne 

(6) ds' = dx\ -+- dœ\ -+- dx\. 

Le groupe 

(X,X,) = (X,X,) = o, (X,X,) = X,/ 
conduit à 

(8) lx{dx)'=zdx^-\- x^dx^f (^{dx) =:dxi, i^{dx) = — dx^, 

F(A9,A/) = A,/A,9, 

(9) S /i, /„ /j; aii/|-+"a,j/,-f-ai|/s, ««/j-t-aj,/,, «j, /, 4- «,3 Av 

Les a sont des constantes et an est égal à a22^3.i — *233C32- On a deux types 
possibles pour ds^, 

(10) C[^xf 4-^^î -\- 2Xx dx^dx^-^ (i 4- j:})e/jr*], 
(il) C[dxl-h 2dXi{dx2-\- Xidx^)], 

C désignant une constante quelconque. 
Au groupe 

T, X,/=2^, X,/=Y^, X,/^-2-^ + (.r,+ 2x,)-^H-.,:,-^, 

ox^ " Ox^ '' dxi oXi <Ar, 

(X,X,)--=o, (X,X3) = X,/, (X,X3)=X,/4-X,/ 
correspondent 

•Il 11 

L, l^{dx)^zdx^y li(dx) = e^ (dXi-j- XidXi)y /3(dx)z=-. c* dx^, 

¥{y\o. A/) =:. A,9 A,/-+- '-{\,o A,/- \,o A,/). 
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On peut alors ramener les ds'^ correspondants à Tune des formes 

\ I r C [ djr] 4- '2 ce^« ( djc^ -h ^i djr^ ) dx^], 

\ ir e^i{dxi-h x^dx^y-j- ace* dx^dx^^ 

( I ji ) e*i dx\ -f- 2 ce * t/a: j ( ^,r ^ -4- x^ dx^ ) . 
Le groupe 

•^ (Xij "^ rA/'s • ôx^ ôx^ dr, 

( \,\,) = O, (XAa) - \i/, (X,\,) = /i\,/ 

(A désigne une constante) donne 

J.H /| ( ^*«' ) = t'^'-^i 6^./-3, /j ( dx ) = e-^i ^j:j , /, ( dx ) =: dxx , 

F ( A9, A/) = A, 9 A,/ - A A, A ,/. 

On peut ramener r/5* à Tune des formes 

Vm i:(dx\ -h e^^. fl^j;* H- ace^^'^"-^. ^^-^ ^/a',-+- e*'^-"^. c?.r* ), 

Mil' i:(dx\ -h 2e'^'^'^''^ dxidx^-^ ce^-'t dxl), 

(^ et c sont des constantes. 

Le dernier groupe à étudier est 

dx, (/Xj t^x, -^ ôx^ '^ Or^ 

(\,\,) = X,/, (X,X,) = 2X,/, (X,X,) = x,/. 



Nous prendrons 



A./ = -a- i^+^. J^Z + i^, 
* dr, * dr* àx^ 
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el 

( i^{dx) ^ cixi -4- j:, t/xj + x] ( ^^Xj — x, dx^ ). 
La forme bilinéairc F(Atp, A/) est la forme polaire de la forme quadratique 

A./A3/-(A,/r, 

el l'on voit alors aisément que les substitutions S9 sont celles qui transforment 
en elle-même la forme 4 A Ai — l\> Nous prendrons 

I\ ds"' = V Cijli(dx)tj(dx), 



les coefficienls o/y élanl des constantes. On réduirait le nombre de ces constantes 
à l'aide des substitutions S9 ; mais, comme nous n'aurons pas de calculs à elTectuer 
avec les ds^^ de ce tj|)e, nous n'effectuerons pas cette réduction. 

36. On obtient des types canoni(|ues pour les ds^ admettant des groupes plus 
étendus que les précédents, en complétant l'étude des ds- donnés par les groupes 
a trois paramètres. Examinons d'abord ceux de ces ds- dont le groupe est intran- 
sitif, c'est-à-dire les ds^^ IV, V, VI. 

La méthode du Chajiitre 11, n" 11 et là, conduit sans difficulté au résultat 
suivant. Pour que le ds^ 

\\ dx\ 4- a{x,){dx\-\-dx\) 

fin 

admette un groupe à plus de trois paramètres, il faut que -7— soit une con- 

Cl ax y 

stante ; mais la variété corres[)ondante est alors une variété euclidienne ou une 

variété à courbure constante. Les tjpes canoniques de ds- de ces variétés sont 

bien connus {voir n" 39 )• 

La même méthode appliquée au rf^-^, V, conduit à différentes hypothèses que 
nous allons indiquer. Pour plus de simplicité, nous désignerons par des accents 
les dérivations relatives à la variable x^. 

Le paramètre différentiel D/du ds'^ 

V ds^ = a ( X, ){dx\ -h 2 dx^ dx^ ) 



réduit à ^'^i ~- \ en posant 



se 



■3? 



Fac. de T., 2' S., I. jG 
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Donc, si ^'- est nul, c'esl-à-dire si a est de la forme -7-5 (c cl «fêtant 

(les conslanles), on a une variété euclidienne. 

Si 3 ^5^ différent de zéro, la condition nécessaire et suffisante pour que le ds'^ 
considéré admette un groupe à plus de trois paramètres est la suivante : Uex- 

pression 

. (3' 



est une constante. On peut déduire de là la forme que doit avoir r7, en déter- 
minant d'abord — ^- au moven d'une équation du second ordre facile à intégrer. 

Mais on vérifie direclemenl, en suivant la marche indiquée au Chapitre H, que la 
variété considérée est applicable sur la variété dont lé ds"^ est 

Ce dernier ds^ a déjà été étudié (Chap. II, n" 12); nous le retrouverons plus 
loin(\III). 

Il reste à examiner le ds'-y M. Un changement de variables permet de le ra- 
mener à la forme plus simple 

dx\ H- a{x^){dx\ -h e''*dx\). 

L'étude directe des équations de définition du groupe correspondant est ici 
plus simple que Tapplicalion de la théorie générale. Celle élude a été faite par 
M. Blanchi ('), qui a obtenu ainsi les résultats suivants : Le groupe du ds^ pré- 
cédent est à plus de trois paramétres si C expression a" a — a'^ est une con- 
stante; les ds^ correspondants ou bien sont à courbure constante, ou bien sont 
réductibles à un type canonique examiné plus loin (XI). 

37. Examinons maintenant les ds- donnés par les groupes simplement tran- 
sitifs. On appli(]ue sans difficulté la méthode et les formules (2) du Chapitre 11 
aux ^5*-' correspondant aux groupes autres cpie T9. N'oici les résultats obtenus: 

Le ds' (10) ou 

\ (] [ dx\ -h dji\ -\- ixy^ dXi dx^ -^ ( 1 -f- -'î ) dx\ | 

admet toujours un groupe à quatre paramétres; il est aisé de voir d*ailleurs 
(|ue la substitution T définie au n" 27 ne se réduit pas à la substitution identique. 



(1) Paragraphes 10 cl 11 du Mémoire cité. 
{•) Voir les formules au n" 12. 



Sun LES VARIÉTÉS A TROIS DIMENSIONS. 43) 

Le groupe correspondant est engendré par les transfonnalions infinitésimales 



A 10 






/= 


r: — 


àf 


-\' 




X, 


à/ 


> 







(X,X,) = (X,X,)^(X,X,) = o, (X,X,)^X,/, 

(X,X,)=:-X3/, (X3XO-X,/. 

Le ds^ (i i) est euclidien ; 

Les t/5-, VII, VII', VIF n'adniellcnt jamais de groupe à plus de Irois para- 
métres; 

Le ds^ (12) est euclidien; 

Le ds'^ VIII, admet un groupe à plus de trois paramélres dans les cas suivants : 

I® /i == I ; la variété correspondante est alors à courbure constante; 

2" /i = o; le ds^^ VIII, devient alors 

XI C ( dx\ H- e'-^y dx\ 4- 2 ce^« dx^ dx^ 4- dx\ ) 
admettant le groupe à quatre paramètres correspondant à 

* C^JTl 2 \ I — C* */ dX2 1 — C* (^Xj 

(X,X,) = (X,X,) = (X,X,) ^ o, (X.X3) r^- x,/, 
(X»X,) = X,/, (X,XJ=-X,/. 

Le rf5-, Vlir, admet un groupe à plus de trois paramètres si A =^ i , ou si // =z o. 
Dans le premier cas, on a un ^5^ à courbure constante; dans le second cas, on a 
le ds^ 

XII C{dx\ 4- 2 e^. dxi dx^ 4- ce-^'t dx\ ) 
admettant le groupe à quatre paramètres : 

^^'•'-d^: ^'•^-dj;' ^'-^--5:1^ + •''5:^' 

àx^ 2 dx^ ôx^ 



(X.X,) = (X,X,) = (X,Xv) = o, (X,X,)=rX,/. 
(X,XO^-X,/, (X,X;) = Xt/. 



f. 



36 É. COTTON. 



Enfin, le rf^^, VIII", adinel un groupe à plus de trois paramètres lorsque A = o 
(on a alors un ds'^ euclidien), ou lorsque c = o, ce qui donne 

admettant le grou|)e (') 



T 



âx^ ' dxj 



13 



\ /l — 2 ^.Z*j 






cTj^: — , 



(X,X,)=r.o, (X,X,)--.X,/, (X,X,) = /iX,/, 

(X,X,) = X,/, (X,X,) ^ o, (X3X,) = (I - h)\J. 

38. Examinons enfin les ds^ du type IX. Supposons le groupe F d'un pareil ds^ 
plus grand que le groupe T^; le nombre des paramètres de F est 4» 5 ou 6. 

Supposons F à quatre paramètres. F admettant un sous-groupe simple à trois 
paramètres, le groupe Tq, ce sous-groupe est sous-groupe invariant (^) de F. 
D'après le n® 27, la substitution T ne se réduit pas alors à la substitution iden- 
tique, la réduction canonique de la forme ds^ indiquée au n® 27 est alors possible 
d'une infinité de façons. Il serait aisé, par suite, de former des types canoniques 
pour les ds' (IX) admettant un groupe F à quatre paramètres; mais cela est 
inutile. En elTel, il n'eiiiste pas de groupes à quatre parauièlres n^admeltaDl 
comme sous-groupes à trois paramètres que des sous-groupes simples, et, par 
suite, tous les ds^ admettant des groupes à quatre paramètres sont réduc- 
tibles à V un des types canoniques précédemment trompés. 

Si le groupe Y est à six paramètres, on a une variété à courbure constante; 
le ds^ est réductible à un type canonique connu. Cetle circonstance se présente 
évidemment lorsque les formes ds- et ^i\lz — l\ ne diffèrent que par un facteur 
constant. 

Démontrons enfin qu'il n^existe pas de ds^ admettant un groupe F à cinq 
paramètres. En eflTet, il existerait alors (Chap. H, n'* W) une transformation infi- 
nitésimale écbangeabic avec celles de F; le groupe F serait systatique ('). Con- 
sidérons alors le sous-groupe y de F, laissant invariant un point ^J, x\^ x\ de 
situation quelconque. D'après un théorème de M. Lie (^), ce sous-groupe serait 
sous-groupe invariant d'un sous-groupe y' de F, plus grand que y. Or, y étant à 

( • ) Si A = i, on remplace —. par x^^ dans X4/. 

(') LiE-SciiEFFERS, Vorlesungen itber continuierliche Gruppen, p. 572. 
(') Lie-Engel, Transformât ionsgruppen, Ab. I, p. 5 10. 
(*) Lie-Engel, Transforniationsgruppen, Ab. I, p. 52o. 
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deux paramètres, on peut supposer y' à trois paramètres. Comme y' admet un 
sous-groupe invariant, il est réductible à l'un des tvpes entièrement étudiés et qui 
ne donnent jamais, d'après ce que nous avons vu, des variétés admettant un 
içroupe à cinq paramètres ( ' ). 

39. Rappelons enfin les formes canoniques connues des ds^ à courbure con- 
stante (^). 

Le ds^ euclidien 

XIV dx\ -h dxl -h djc] 

admet le groupe à six paramètres engendré par 

^^^•^-^' ^^-^-àx"' ^'-^-jï;' ^^-^-^'âïT" *5:^' 

Le ds"^ à courbure constante > 

c 

2 dxj ( I — 2"^^ "^ ( 2*^* ^'*^^' 
W c^ ^ 



tr^ 



admet le groupe donné par 



(^«•^-^^--'U' ^«/-^-^»^' ^'/-J^--'^' 

^" \^f-x^^ X ^f . \ f-x ^-x -^, \ f-x ^-x -^, 

j, or ôf df 

axx ôx^ ôx^ 

En résumé : 

Les ds^ à trois variables admettant un groupe continu sont réductibles à 
l'un des types canoniques I, 11, 111', 111, . .., XV. 

Ces types canoniques admettent respectii^ement les groupes engendrés 
par 1 1, l2> . . ., A 15/ 



(*) Voir le Mémoire de M. Blanchi, § 36, 37. 

(') Lie*Engel, Transformat ionsgrupperij Ab. IIÏ, Chap. XVÏIÏ. 



/. 
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Nous avons conserve à 1res peu près les notations de M. Bianchi. 11 est aisé, 
dès lors, de voir que les ds- de M. Bianchi correspondent aux types cano- 
niques désignés par les chiffres romains non accentués (en écartant toutefois 
le ds'^ V). La transformalion de passage desrf^^ de M. Bianchi aux ds^ précédents 
pourrait d'ailleurs introduire des imaginaires, puisque nous n'avons fait aucune 
distinction entre les éléments réels et imaginaires. 

Observons enfin que Von obtiendrait sans difficulté des types canoniques 
pour les variétés à trois dimensions à ds'^ déjini positif admettant un groupe 
continu de représentation conforme sur elles-mêmes. 

Le problème de la représentation conforme se ramenant, d'après le Chapitre H, 
à celui de l'application, il suffirait de chercher la variété principale correspondant 
à chacun des tvpes canoniques de M. Bianchi. On voit d'ailleurs aisément que 
plusieurs des variétés considérées sont susceptibles d'une représentation conforme 
sur l'espace euclidien. 



RECHERCHES 



SUR QUELQUES 



ÉQUATIONS Alix DÉRIVÉES PARTIELLES 



DU SECOND ORDRE 



(deuxième mi-'moire), 



PAR M. É. GOURSAT. 



1. Dans le préccdenl Mémoire (*), j'ai éiuimrré tous les Ivpes d'équations du 
second ordre de la forme s =f[x, y^ w, /?, y), pour lesquelles les équations diffé- 
renlielles de chacun des systèmes de caractéristiques admettent une combinaison 
intégrable renfermant les dérivées du second ordre, et j'ai montré qu'on pouvait 
obtenir sous forme explicite l'intégrale générale de la plupart de ces formes 
types. Je me propose de compléter ces résultats, en intégrant de même les types II, 
111, IV (p. ()7), laissés de côlé dans le précédent Travail. 

2. L'équation 

(i) .çc — y/i -^ p'\J\-\- q^ 

admet les deux intégrales intermédiaires 

(2) rz -\- \-^ p^—\z\U-\- p^. 



(3) lz-\-\-\-q^—\zsJ\-^q^; 

Téquation (2), par exemple, peut être considérée comme une équation différen- 
lielie ordinaire du second ordre, renfermant une fonction arbitraire X de la' 
variable indépendante x, et il suffit d'une transformation très simple pour la 

ramener à une équation linéaire. Posons, en effet, // = z\ 1 -j-yo- ; l'équation (•;►) 



( * ) Voir page 31-78 de ce Volume. 
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peut s'écrire 

il vient en dilTérentiant 

2 -r—^ = \' -r^ -+- X(2/?--i- 25/-), 

ce qui peut encore s'écrire, en tenant compte de la relation (9.), 

La fonction auxiliaire u doit donc satisfaire à Téqualion linéaire du second 
ordre 

inversement, connaissant //, on a, pour déterminera, l'équation 

d'où Ton lire 

s 






> 



et tout se ramène en définitive à l'intégration de Féquation linéaire (4)- Comme X 
désigne une fonction arbitraire, nous remplacerons, dans la suite d«»s calculs. 
X par X'. En prenant d'abord l'équation sans second membre 

ô'^u X" du ..,. 

on a pour l'intégrale générale 

uz^ xe^-h (3e~^, 

a et jj étant deux constantes arbitraires, et la méthode de la variation dos con- 
stantes donne pour l'intégrale générale de l'équation complète 

u r=: {\ e^ — C^e-^ / e~^ dx -\ / é^ d.r. 

La formule (5) donne ensuite pour z^ après quelques transformations faciles. 

La formule (()) représenle l'intégrale générale de Téqualion (9-), où Ton aurait 
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remplacé X par X'. Il s^ensuîl que toute intégrale de l'équation aux dérivées par- 
tielles (i) a une expression de cette forme, où Cj et C2 seraient des fonctions de 
la seule variable y. On pourrait obtenir la relation qui doit exister entre ces deux 
fonctions à^ y en substituant dans cette équation; mais, si Ton a égard à la s)^mé- 
trie de cette équation relativement aux deux variables x et ^, on peut écrire 
immédiatement l'intégrale générale 

(7) s-= i fe^dx-^ fe-^'dAf fe^dy-^ fe-^dxY 

X désignant une fonction arbitraire de ;r et Y une fonction arbitraire de y, La 
vérification est facile; on tire en effet de la formule précédente 

2pz =1 e^( I e^ dy — / e~^ dx \ — e"'^ ( I ^^ ^^ — / ^~^ ^/ ) ♦ 
et, par suite, 

2 z \/i -h/>* =ze^[ I e^ dy— 1 e"^ dxj-^ e-^ l j e^dx — 1 e-^ dy j . 
On a de même 

2gzzzz e^ l I e^dx — 1 e~^ dy\ — e~^( 1 e^ dy — 1 er^ dx j , 

25 y/i-h ^* = e^ f I e^dx — I e^^ dy\-h e~^ i 1 e^ dy — j e~* dx j, 

et, en combinant ces formules, il vient 



2p^i -\- q*-h 2q\/i-\- p*=^e^^ — e^'^""^. 

D'autre part, en différentiant par rapport à^ la formule qui donne 2Z^i -h/>''', 
on trouve 

c'est-à-dire 



La formule (i) peut encore s'écrire, en remplaçant e^ par X et e^ par Y 

=.=(/x..-/^^)(/v„,-/-), 

Fac. de T., 2* S., I. 07 
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on, en remplaçant Y par — ^j 

<;,„, =.=_(/x.,./v.,)(/ç./«:). 

Pour avoir l'intégrale générale sous forme explicite, il suffira de poser, dans 
la formule (7 bis)^ par exemple, a et ^ désignant deux variables auxiliaires, ©(a) 
el '}(P) deux fonctions arbitraires, 

\ — (Xy X _ia*9*(a)-4-a9'(a) — 9 (a), 

ce qui donne 

Ç\ dx = Aa» 9"(a) + 3a» <p'(a)] d» — a' <p'(a), 
y'^= r[a9''(a) + 39'(a)]rf«==a9'(«)H-2?'(«), 

et l'intégrale générale de Téquation (i) est alors représentée par l'ensemble des 
trois équations 

/ J7ZII a* 9''(a) -h a 9'(a) — 9(a), 

(8) 7 = |3«d.^(3)4-(3|'((3)-^((3), 

( ^«^ [a» 9^(«) - P4.'([3) - 2^'(P)] [(3'^.^((3) ~- a 9''(a) - 29'(«)]. 

3. On arrive encore plus simplement au même résultat par une transformation 
de Backlund. Si l'on pose, en effet, 

on a 

et la relation (2) peut encore s'écrire 

(9) ^+\,--f-.^o. 
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I/inconnue auxiliaire v satisfait donc à Inéquation du second ordre 

/El 
à l ôj:: i 

ou 

. d^v dv dv ôv __ 

dxdy dx dy dy ~~ * 

dont l'équation (9) est une intégrale intermédiaire du premier ordre. D'un autre 
côté, on tire de l'expression de t^, en tenant compte de l'équation (i) elle-même, 

^ = 9(;, - v/rT7) +--(.- ^y|^.) *= ^' (v - v/rr^). 

et la liaison entre les équations (i) et (10) est fournie par les deux relations 
que Ton peut mettre sous la forme équivalente 



<?logt' __,/ dlogi^ Y 



Félimination de t^ conduit à l'équation (i) et celle de z à l'équation (10). L'inté- 
gration de l'équation (i) est donc ramenée à celle de l'équation du premier 

ordre (9), qui se fait immédiatement en remplaçant X par ^r • On trouve ainsi 

Y-X 

. ^'=-x'-' 

X et Y étant toujours des fonctions arbitraires. En remplaçant r par cette expres- 
sion dans les formules (i 1) et en posant 



il vient 



z^ (X-Y)e, 




ôx X'' âv 





et Ton a, par conséquent, 

formule qui est équivalente aux précédenles. 
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4. On intègre de la même façon Toqnation plus générale 



(12) 



sz-{-c^{x,p)^{y,q) — o. 



on les fonctions 'f(^,/?) et A (j/*, y) vérifient respectivement les deux conditions 



(i3) 



Tp 



K, ^--T-hK, 



dq ^ 



K étant une constante différente de zéro. Remarquons d*abord que Ton peut, sans 
diminuer la généralité, supposer que la fonction ç est indépendante de x et la 
fonction ^ indépendante de y. En effet, si l'on pose îp = \p^ la première des 
équations (i3) devient 

dp \dk 

P 



('4) 



X«_KX-i ~''' 



en laissant d'abord de côté les cas particuliers où K =±1 at, désignons par a, ,3 
les deux racines de Téquation 



(i5) 



a' -h K a — I := o. 



Téqualion (i4) peut encore s'écrire 









= o, 



el on en déduit, en intégrant, 



i9Îi-«(X + (3)?z= (>..-+- a)V(^), 



ou encore, en remplaçant \ par -^ 



(ifj) 



(94-^/>)?=/(^)(9 + a/i)^ 



La fonction cp(x, /?) est donc définie par une relation de la forme (i6), oiij'(jc) 
peut être une fonction quelconque de x, et la fonction ^(y, y) est définie par 
une relation analogue 



(•7) 



(+-+-?7)3=/.(r)(l + «7)'. 



où/i()') est une fonction cjuclconquc de y. Si l'on prend maintenant pour non 
vellcs variables indépendantes 



.//(.r)3-Mx, JMy^-'dy, 



RECHERCHES SUR QUELQUES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES, ETC. 44^ 

Inéquation proposée (12) prend la forme réduite 

(18) sz-h(^{p)^{q) = o, 

les fonctions ^{p) et ^(7) étant définies respectivement par les deux équations 

(19) (? -^ «/>)''= (? -+- P/^)^ (+ -^ «7)*= (+ -H P?)^- 
L'équalion (18) admet les deux intégrales intermédiaires 

dont chacune peut être traitée comme une équation différentielle ordinaire du 
second ordre et dont l'intégration se ramène encore à celle d'une équation 
linéaire. Nous développerons les calculs pour la première. 

Remarquons d'abord que l'on a, en tenant compte de la relation -^ = ^ 4- K, 

fi K 

^Iog(/>*-9'-hK/?9)=-; 

on peut donc écrire, en prenant convenablement la limite inférieure de l'intégrale, 

p^ — (p* -h K/; (p =r e ^ ?, 

Cela étant, dans la première des équations (20), prenons une inconnue auxi- 
liaire 

= 50 e *' ^ ; 



oz 



p^ — ©*-hK/;(p 
on en tire 



£=.-'/?[„. =.(|î-K)]=r"/?[„.£(x,.-,.,], 



ou enfin 



dx 
Une nouvelle différentialion donne 






d_ 
dx 



= X93e ^ "^ —yi\pze */ ? 4-(p«— 9«4.K/?9)e J^, 



44t> É. COURSAT. 

équation qui, d'après la remarque faite tout à l'heure, peut s'écrire, 



t/j: \ X dx) da; * 



ou, en développant, 

<"' ë-(T-'"')B-^'" = ^- 

Si Ton remplace dans cette équation X par X', l'intégrale générale est, comme 
on le vérifie aisément, 

( 22 ) (/ = Cl e«* + C, eP'^ -h ^^-^ (e""^ fe"^^ dx - eP^ fe^^^ dx\ , 

C| et C2 étant les deux constantes arbitraires. 

Connaissant </, on a pour déterminer z, p, (p le système des trois équations 

en introduisant l'inconnue auxiliaire À = -, on tire de la dernière 

P 



et des deux premières 

A — —y 

U 

\pz — "kz 



Remplaçons /? par sa valeur; il vient 

P «_ 

^ = -|(X4-a)P-«(X+(3) P-«, 

et il n'y a plus qu'à remplacer X par — ^t puis u et u' par leurs expressions poui 



u 



avoir :;, 



3 



x'V "' ; V "' y 
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De Ja valeur de w, on tire, en observant que a^ = — i, 






en posant, pour abréger, D| = C|(a — p), Da = C2(p — a). En substituant dans 
la valeur de 2, on arrive, après quelques transformations bien simples, à la for- 
mule suivante : ^ 

(a3) a«3'^*^=:-(-a/''^rD,-h j e^ dx\ (^D, + Ç e-*"^ dxX\ 

qui donne Tintégrale générale de Téquation différentielle 

- -h " = X'. 

9 z 

Toute intégrale de Téquation aux dérivées partielles (18) est donnée par une 
formule de cette espèce, en prenant pour D, et D2 des fonctions de y assujetties 
à vérifier une relation convenable. Mais, en tenant compte de la forme symétrique 
de Téquation, on peut écrire immédiatement l'intégrale générale sous Tune (»u 

Tautre des formes suivantes : 

I 

(24) ««5*''«'zrz-(-a/''«^f f e^dx-^ je^dy\(fe-''^dx-^Çe-'''^dyX\ 



I 1 



(24 bis) oi}z'^ ^' ^-{- OL)^ ^' ( C Xdx + f'idy\ ( f\-*'dx-h Cy-'^' dyY\ 



t i 



{2/^ ter) o^^z'^^'=--{-oc)^^\X-hY)(f\'-^'dx-hfY'-'''dyy\ 

On peut aussi obtenir des formules débarrassées de tout signe de quadrature 
Ainsi, en désignant par a un paramètre auxiliaire et par o{ct) une fonction arbi- 
traire de ce paramètre, posons, dans la formule (24 t^r)^ 



t-A 



x = a«a9''(a) — 9'(a), \ = a °''<?'(a); 
il vient 

X' = — = — 

dx a* 

rX'-*'t/x = (a*)*' r[(a»-i)a9'(a)-ha*a«9''(a)]rfa 

= (a')»'ja'[a-9'(a) — a(p'(a)4-9(flr)]-+-9(a)-rt9'(fl)î, 

et l'on opérera de même pour l'intégrale / Y'"** dy. 
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5. Od arrive encore au même résultat par une transformation de Bâcklund. 
Soit V une inconnue auxiliaire 

on vérifie aisément, en tenant compte de Téquation (i 3) et de la valeur de a, que 
l'on a 

on peut donc écrire 

en prenant convenablement la limite inférieure de Tinlégrale, et, en difTérentiant, 
il vient 






dx 
ou 

\ dv p r 

V dx z 9 ' 

on peut donc écrire 

/• cp^i^/rflogi' p\ 9 I /rflogv ^ p — a(p\ _ I /rflogr i\ 

9 z a \ dx z ) z a \ dx z ) a \ dx v ) 

La première des équations (20) devient alors 

dx V 

et, par suite, l'inconnue auxiliaire p vérifie l'équation du second ordre 

d^i^ dv dv dv _ 
^ ' ôxôy dx dy dy ' 

qui ne diffère de l'équation (10) que par le changement de r en — r. D'autre 
part, on a 

'dy^ {/? — «9)« 

et, en remplaçant s par — 3!j., il vient 

dv q — «^ 

et la liaison entre les deux équations (18) et (?.5) est exprimée par les deux 
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relations 

(26) /?-a(p = -, ^-a^zn-— . 

On peut résoudre ces deux équations par rapport k p et h q. De la formule 

(9-ha/>)« = (>H-P/?)P, 

où ap = — I , on tire, en effet, 

_ j_ _ JL 

et, par suite, 

1 

(27) (, + «.)p=f _(^«)*^5î(^f^ "', 

et l'on a, de même, 

(a8) (,^«.)^ = ^_^(_«) cc(^-_j ; 

les équations (26) peuvent alors être remplacées par les équations (27) et (28). 
Si Ton remplace, dans ces dernières, p par sa valeur — =^7 — > qui a déjà été 



1^' 



obtenue, et qu'on pose z ** = (X -{- Y)*'9, il vient 

«'^=-(-«r^(Y'r^; 

on a donc finalement 

formule qui est évidemment équivalente à la formule (24 ter) trouvée plus haut. 

6. Dans le cas particulier où K = iti2/, les méthodes précédentes exigent 
quelques modifications de détail; nous indiquerons rapidement la marche à 
suivre en employant une transformation de Biicklund. Remarquons d*abord qu'on 
peut se borner au cas où K = 21 ; car si l'on change © en — ^ , <{; en — <J;, l'équa- 
tion aux dérivées partielles ne change pas, tandis que K se change en — K. 
D'autre part, on peut écrire l'équation proposée 

Fac. de T., a- S., l. 58 
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el les équations de condilion (i3) 

^^(^'?) __/!_._ 2 ^(^'i^) -, _ 1. _ 2 . 

dp «9 * d(f i^ 

si\ en inodifianl un peu les notations, on remplace icp et i^ par cp et ^ respecti- 
vement, on est ramené à intégrer Téquatton 

(29) 5^ = 9^, 

<p et ^ étant assujetties à vérifier les équations 

On démontre, comme plus haut (n"* 4), que Ton peut supposer ^ indépendant 
de X, et ^ indépendant de j^, les deux fonctions ^(p) et ^{q) étant définies par les 
deux équations 

9 ^ 



(3i) (p-h/? = e?+/', vj^-v-^^e'^+V; 

les intégrales intermédiaires de Téquation (29) sont alors 



Cela étant, prenons Tinconnue auxiliaire i^ = ; on a 

M I 

!hL — y ? / __ ^ / £ ^ ^ ) 



ou 



dlogi' '' , P 

dx 9 



— > 



log i' I r 9 



et, par suite, 



Ox r 9 

ce qui conduit encore à Téquation 



(33) c-i — j 3 — 3 — ^ir'^^9 

^ ' ôxôy dx a Y ôy 

X + Y 

dont l'intégrale générale est, comme on Ta vu, r = ■^— ^7 — 
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D'autre pari, on a 
et la liaison entre les deux équations (29) et (33) résulte des deux relations 

(34) /,4-(p = -, q^^^z—^. 

En tenant compte des formules (3i), qui déterminent <p et'i/, on peut remplacer 
ces relations par les suivantes : 

(35) < 

ou, en remplaçant v par sa valeur, 

(36) 



(v=x^(--ioîr-^i^Y)- 



En posant, dans ces dernières, 5 = (X-f- Y)ô et prenant ensuite logô pour 
inconnue, on obtient facilement l'intégrale générale 

/ \' loir X' r/.r -k- f Y' loir Y V/r 

(37) z = {\^\)e"' ^^^^^"^^ . 

Pour faire disparaître les quadratures, il suffira de poser, en désignant par a 
et ^ deux paramètres variables, par 'f (a) et ^(Jî) deux fonctions arbitraires de ces 
paramètres, 

y^(3^''(P)4-'y(;3), Y--^3»^^0), 
ce qui donne 

jX'logX'dx— I aloga[a9*'(a) 4-2 9''(a)]û^a=:: aMoga9''(a) — a9'(a) -+- 9(a), 
et l'on a, de même, 

j"Y'logY'd!y=i;3Mog.3'7(3)-;3+'(?)4.'H?)- 
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7. L'équation 

(38) 5sin5=i:v/n-/>V' -*- 9* 

admet les deux intégrales intermédiaires 



(39) vTT^ -hV^i4-/?'cot5 = X, 



^ 



( 4o) / -f- V^i 4- a* cot5 = Y, 

dont l'intégration offre une application intéressante de la théorie des systèmes 
linéaires, identiques à leur adjoint. 

Pour intégrer l'équation (Sg), par exemple, posons 



a =r sin^y/i 4-/>', p=:£/>sin5, yzrcosjs; 
on déduit de cette équation 

c'est-à-dire un système de la forme (* ) 

doL ^ d^ dy ^ 

où p=z — I, y = o, r = — iX. On a, de plus, la relation a* -f- ^^ -{- Y* = i • Con- 
formément à la méthode générale, nous poserons 

X et a étant deux inconnues auxiliaires qui doivent satisfaire à réquation de 
Riccati 

(43) ^^_x.-Hi(a'-0. 

dont l'intégration se ramène encore à celle de l'équation linéaire 
, , , d*u ^du u 

u , , , \ , ' t du 

en posant 0"= — rj u étant la dérivée -r-* 
^ iu dx 



(») Voir Darboux, Leçons sur la théorie générale des surfaces, t. I, Chap. II. 
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Soient Ut^ u^ deux intégrales distinctes de cette équation; on a, pour X et p., 
des expressions de la forme 

C| et Ca étant des constantes, et la formule qui donne Tintégrale générale de 
Téquation (Sg) peut s'écrire 

(4o) y = cosc = — ?— ? A^ -^ 

En observant la symétrie de Téquation aux dérivées partielles (38) par rapport 
aux variables x et y^ on peut en déduire immédiatement l'intégrale générale de 
cette équation y 

(46) cos.= "'"' )? "^lY^ "V — '-^, 

Vi et i^3 étant deux fonctions de la seule variable y qui vérifient une même équa- 
tion linéaire 

OÙ Y est une fonction arbitraire de j^, et v\y v'^ leurs dérivées. 

On peut aussi obtenir, pour représenter l'intégrale générale, des formules ren^ 
fermant explicitement les deux fonctions arbitraires, sans aucun signe de qua- 
drature. Soit, en effet, 

des équations (44) ^^ (4?) on déduit immédiatement que l'on a 

(48) 4^-§*+(X.-X.)'=o. 

(49) 4^^'+(Y.-.Y.)' = o. 

La formule (46) peut donc s'écrire 

2X,X, + (X, + X,)(Y,-(-Y,) + aY,Y, 



(46 bis) C0S2 = 



(Y,-Y,)(X,^X,) 
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X| el X2 étant deux fonctions de x assujetties à vérifier la relation (4^)» ^t Y|, 
Y2 deuK fonctions de y vérifiant la relation toute pareille (^o)* I' suffira donc, 
pour obtenir des formules explicites, d'intégrer l'équation de Monge 

\dxdy ^{x^yydz-^ o, 

ce qui revient, d'après la méthode générale, à intégrer Téquation aux dérivées 
partielles />7(j: — ^>')^H- ï = o; la méthode de Lagrange donne sans difficulté une 
intégrale complète 



z =:rtf(.r-h >•) -^b ->r vflr'(j7 — r)'H-i 



.0. [ ■W.M._--,.-^. ]. 



IjC lecteur en doduira aisément, s'il le désire, les formules définitives. 
Remarque. — Des formules (î^) on tire inversement 

P= lang ^ (/? - \'^-^P^)y 
ely puisque a vérifie Téquation (43), il s'ensuit qu'en prenant pour inconnue 



auxiliaire u = tang - ( p — v^* ~^P')f ^^ ^^^^ conduit à une équation du second 



2 



ordre admettant l'intégrale intermédiaire 

cette équation rentre donc dans une catégorie que nous avons étudiée déjà {lor, 
cii.^ n^' 16). En appliquant la méthode indiquée, on retrouvera sans peine les 
résultats précédents. 

S. L'étude que nous venons de faire conduit à une remarque intéressante. 
Chacune des intégrales intermédiaires qui ont été rencontrées, considérée comme 
une équation différentielle ordinaire du second ordre, peut être intégrée par des 
quadratures ou se ramène à une équation de Kiccati. Cette propriété appartient 
aussi aux intégrales intermédiaires des deux équations aux dérivées partielles 
intégrées dans le Mémoire précédent, comme nous allons le montrer rapidement. 

L'équation 

(5o) (.r+ v)5=:9(/>)'^(7), 

où Ton a 
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admet les deux intégrales intermédiaires 

'' y -y ^ 4^ _Y 

— — — — ^— j\m -r 1 • 

Considérons, par exemple, Téquation difTërenlielle du second ordre 

(p X -^ y 

où l'on regarde^ comme un paramètre. Cette équation ne contenant pas z, il est 
clair qu'en prenant p pour inconnue, on est conduit à une équation du premier 
ordre. Pour avoir un résultat plus simple, posons 

ûT 4- r 
Il — ^ — • 

"-.-<p(/,)' 

il vient, en ayant égard à la relation -yJ- = 1 — -, 

du I a: -hy r 

dûc I — (p I — 90 

et l'équation (5i) devient 

(Sa) — --hX//=:i. 

L'intégration de l'équation linéaire (62) donnera /?, et l'on aura ensuite z par 
une nouvelle quadrature. 
La même métliode donne sans peine l'intégrale générale de l'équation aux dé- 

\" 

rivées partielles (5o). Remplaçons, en effet, la fonction arbitraire X par ^ 

dans l'équation (52); on en tire u = ■ ^, \ puis 

, , (:r-+-/)X' 



et, cnfîn, 

5=(^-hy)lo8(~^)4-yiog(-X')^^' + C,. 

Pour que cette valeur de z vérifie l'équation (5o), C et C| doivent être des 
fonctions àe y^ satisfaisant à une certaine relation; en tenant compte de la symé- 
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trie, il est évident qu^on doit prendre 



C = Y, C, = riog(- Y') rfy. 



Y étant la seconde fonction arbitraire. 

9. Prenons enfin Téqualion 
( 53 ) 5 = e- \Jxp^ -h p 

qui admet les deux intégrales intermédiaires 



(54) r=:/?*-h iXsJp^x -k-fy 

(55) ^zz:?-' -+-:r— 4- Y; 

^ 2 2 

nous examinerons successivement chacune de ces deux équations. Il est évident 
qu'on peut ramener l'équation (54) à une équation du premier ordre, en prenant 
p pour Inconnue; on a vu dans le premier Mémoire (n** 15) qu'en posant 

p •= irj > on est conduit, pour déterminer X, à une équation de Riccati, 

(56) ^=X(X«-x). 

L'intégration de cette équation donnera /?, et il résulte du calcul fait au numéro 
cité que l'on pourra en déduire ;; sans aucune quadrature. Soit, eo effet., 
\ = /(Xy C) l'intégrale générale de l'équation (56), C désignant la constante 
d'intégration ; il suffit de vérifier que la valeur de z déduite de la relation 

est une intégrale particulière de Téquation (54)) ou que l'on a 

an 



— 2 



âCâx 

6" p = 






en remplaçant e' par l'expression (5^) dp par ^i • L'égalité à vérifier 



on ,., , ^ âl âl 



ôxâC^ '" dx ^C 

est une conséquence immédiate de l'équation (56). 
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L'équation diffère nli elle du second ordre (55) 

t—^ X — = Y, 

2 a 

où Ton regarde maintenant x comme une constante, peut à son tour s'écrire 
(58) ^_L^Y, 

en posant V'=^q — sjxe^. On aura donc v par l'intégration de l'équation de 
Riccati (58); connaissant r, on aura ensuite z par l'intégration de l'équation 
linéaire 

(59) g + ^,e=_V^, 

obtenue en posant e~* = 8. 

On peut encore obtenir un résultat plus précis. Si l'on pose v^= —^ on est 

ramené à l'équation linéaire 

cette équation étant supposée intégrée, l'équation (59) devient 

W 2 c?a /- 

oy [k ôy ^ 

et l'on en tire 



e=-KV^/^ 



Or, \k étant une intégrale de l'équation linéaire (60), il en est de même du 

produit p. / -^> de sorte que e"* est de la forme y/ïU, U étant le produit de 

deux intégrales particulières de l'équation linéaire (60). Il est facile de le vérifier; 
si l'on pose, en effet, e~^ = y/ïU dans l'équation (55), elle devient 

et l'on en déduit, en différentiant et divisant par U, l'équation linéaire du troi- 
sième ordre 

(62) _+2Y^-hY'U^o, 

dont l'intégrale générale est 

(63) U = C,fJLÎ-hC,fxÎ4-C3fJi,fx„ 

Foc, de T., a« S., I. Sq 
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a,, Kf.2 désignant deiiK intégrales particulières distinctes de Téquation (Go). CetU* 
intégrale dépend de trois constantes arbitraires, tandis que l'intégrale générale 
(le Téqualion (6i) ne doit dépendre que de deux constantes. Pour savoir à quelle 
condition on doit assujettir les constantes C|, Ca, C3 qui figurent dans la for- 
mule (63) pour avoir une intégrale de l'équation (61), désignons par y^ une 
valeur particulière dey pour laquelle Y soit lioloniorphe, et par u,, jjlj, les deux 
intégrales particulières, holomorplies pourjK=J'oî déterminées par les conditions 
initiales 

(f^l)o = 0, (p'Jo^I, (pOo— I, (f^2)=0. 

On aura ensuite 
et les valeurs initiales de U, U', U" seront les suivantes 

(U)o^c„ (U')o = c„ (U^)o = 2C»-c,Yo; 

en écrivant que ces valeurs initiales satisfont à la relation (6*1), on obtient la 
condition C", — 4t)|C2=i que doivent vérifier les constantes C|, Ci, C3. On 
voit donc, en résumé, que l'on obtient sans aucune quadrature l'intégrale géné- 
rale de l'équation (53) dès qu'on a intégré l'équation linéaire (60). 

10. On pourrait aussi se servir de l'intégrale intermédiaire (55) pour obtenir 
l'intégrale générale de l'équation aux dérivées partielles (33). Le calcul qui vient 
d'être fait montre, en effet, qu'en posant s> = q — y/^e*, on est conduit à l'équa- 
tion bien connue 

et la liaison entre les deux équations est obtenue par les formules 

\à-c i\Jx) r- 

(65) P = -- ^' q = ^e--+v, 

qui deviennent, en posant e~^= 0, 

^ dx dx \ dx 2\/x ) 

(66) { ^ _ 

-— + vez=—\/x. 

oy 
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Remplaçons, dans la dernière de ces équations (66), v par Tintégrale générale 
de Téqualion (64) 

* ~ Y' X4-V' 
on en lire 



^- Y' U + v^'^7' 



X, désignant une nouvelle fonction de x. En substituant celte valeur de dans la 
première des équations (66), on trouve que X et X, doivent être liées par la 
relation 

(^7) /'2x,x'-h-i=Y-4v/:;x'x;. 

V '2\/a:J 

Celte équation de Monge devient, en remplaçant :r par ^r^, X par ^', X| par v, 

(2 z dy -h dx)' =^ [\xdydz, 

et l'emploi de la méthode classique conduit n chercher une intégrale complète de 
Féquation aux dérivées partielles du premier ordre 

p^x -h 7 — ipz = G. 
En appliquant la méthode de Lagrange, on trouve l'intégrale complète 



.r 



el l'on en déduirait aisëmenl les expressions générales de x, X, X, en ronclion 
d'un paramètre variable. 

li. Dans ce Mémoire el dans le précédent, j'ai fait l'élude complète des cas où 
une équation de la forme $=f{x, y,z, p, q) admet deux intégrales inlcrmé- 
diaires distinctes du second ordre; mais ce n'est là qu'un premier pas vers la 
solution de ce problème plus général : Trouver lous les cas où une équation de 
celle, forme admet, pour chacun des syslèmes de caractéristiques, une inté- 
grale intermédiaire, dont l'ordre peut être quelconque. Je vais indiquer en 
terminant quelques résultats intéressants, quoique tris incomplets, sur cette ques- 

lion générale. 

Nous poserons, pour plus de sjmélrie, 

,1- à'i d-z 

7.= j7' ''^-oy'-' '"- dir' •••' 
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de sorte que Téquation proposée s'écrira 

(68) s=/{Xyy,ZyPi,qi). 

On peut, au moyen de cette relation et de celles qu'on en déduit par des diffé- 
rentiations successives, exprimer toute fonction de z et de ses dérivées partielles 
au moyen de x, y, z et des dérivées pi et qi seulement; nous désignerons par 

I -r\ ) la dérivée ai'^"**' de /(^, y^ 5, fi-, g\) par rapport à x après qu'on n'a laissé 

dans son expression que les dérivées/?!, /?2, . "jPit^iy 7i* Ainsi l'on a 



(i'f\ _ d'f (}»/ d^f df df d'f , 

Tû^) - dT^'^-- dJdz''' ^ ^dTd^/''' ^ d^, dlP' "^ JT' /'■ 

d'f d'f , d'f df df df d'f , 

dzôpi'^ àxdpi dpidqi àz"^ O/h dq, àp'^ ■ 



d'f 
dxdq 



.f+à'f(dr\'di 

/^ dq'J ^\dqJJ^ dp/'' 



ne 



d'une façon générale ( -7-^ 1 est une fonction entière de /?2, Pzj • . ., />//+!? et 

, . àf 

contient qu un terme en/?„^i, qui est V^/?//+i- 

Cela posé, supposons que l'équation (68) admette une intégrale intermédiaire 
de la forme 

(69) 9(^,7, -,A^i,/?2, ...,/?«) = X, 

X étant une fonction arbitraire de :r ; la fonction ^ doit satisfaire aux deux équa- 
tions linéaires 

ây'^d^'^'^i)^/'^âp,\7n:)^' ''^Wn\d^^^')~' 

do 
Oqx 

et ce système, abstraction faite de la solution évidente © = :r, n'admet qu'une 
intégrale distincte si, comme nous le supposons, l'équation proposée (68) 
n'admet aucune intégrale intermédiaire d'ordre inférieur à /i, pour ce système de 
caractéristiques. Nous savons aussi que l'on peut supposer la fonction cp de la 
forme A/?;, + B (voir loc, cit., p. 35), A et B ne dépendant pas de pn* Kn sub- 
stituant celte expression de cp dans la première des équations (70), et égalant à 
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zéro le coefficient de pn^ il vient 

dS. dk dK , dk /d»-'-f\ . df 

ce qui peut s'écrire, en posant log A = w, 



du du du 

oy as "^ dp 



' du fd^f\ àj_ _ 

/ "^ • '"^ dpn-x \dœ--^) -^ dp', - ""' 



Soh pm 'a dérivée de l'ordre le plus élevé qui figure dans u {i^m^n — i); 
l'équation précédente est, en n'écrivant pas les termes identiquement nuls, 

, , du du du , du /rf'"-*/\ df 

■ dy dz'' dp/ dp,n\dx'^-^) dp, 

diflerentions de nouveau cette équation par rapport à pm^ et posons log-r — = r, 

il vient 

, , d^^ dv dv . de fd"*-^f\ df 

et, en retranchant les équations (71) et (72) membre à membre, 

L'équation précédente, en y remplaçant p — u par cp, est identique à celle 
qui déterminerait les intégrales intermédiaires d'ordre m; dans l'hypothèse où 
nous nous plaçons, cette équation n'admet pas d'autre intégrale qu'une fonc- 
tion de la seule variable x. On doit donc avoir v — u=f{x)^ ou encore 

log -7 u = log( — X); on en tire 

dp,„ 
et, par suite. 

Comme on peut toujours multiplier A par une fonction arbitraire de la seule 
variable x^ on voit qu'on peut supposer A de la forme 

A = 



et la relation (71) devient 

d^ d^ d^ /d^-^f\ fd'^-'f\ df , ,, 



462 É. COURSAT. 

condilioQ qui exprime que les deux équations 

m 

fornieul un système en involulion. Si nous faisons une hypothèse de plus, en 
supposant que Téqualion proposée s ^=/ ne forme un système en invohition avec 
aucune équalion d'ordre inférieur à /j, nous voyons que le coefficient A ne doit 

renfermer que j:*, j', ^,/>i, et, en posant A= y, on doit avoir 

^^ ' ây âz '^ dp/ âpi 

Eu reprenant les mêmes raisonnements pour la seconde famille de caractéris- 
tiques, on démontrera de la même façon que Téquation 

doit admettre une intégrale indépendante dep^. Ces équations (yS) et (74) sont 
identiques aux équations (E'), (E',) du premier Mémoire (p. '66-'i'j). Toutes les 
conclusions déduites uniquement de ces deux équations subsistent donc ici, et, 
par conséquent, Téquation proposée peut être ramenée à l'une des formes 
suivantes : 

s — n(a;,y,z)o{a:,p)^(y,q), où J^^^' 'àf^^' 

s=zq(^{x,y,z,p), où x;??^o» 



dp' 



sz:zU(a:,j',z)pq. 



Remarque. — Il peut se faire que les équations différentielles d'un des sys- 
tèmes de caractéristiques de l'équation s ■=. fi^x^ y^ >3, />, y) n'admettent aucune 
combinaison intégrable d'ordre inférieur à /?, et que cependant il existe une 
équation isolée d'ordre inférieur à /i, formant avec 5 =y un système en involu- 
tion. Eu voici un exemple emprunté aux équations de M. Moutard. Soit 

une équation linéaire intégrable par la méthode de Laplace, et soit 

une intégrale intermédiaire d'ordre /i, A©, A,. ..., A« étant des fonctions de x 
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el de y, en posaiil z = e*' puis -r— = //, on est conduit à une nouvelle équation 

en 1/, qui admet une intégrale intermédiaire d'ordre n. On peut écrire, en eflTel, 
l'intégrale intermédiaire précédente 

«''(a.£:-4-...)-X; 
on en tire 






en n'écrivant que les dérivées de l'ordre le plus élevé; et, en divisant membre à 
membre, il vient 

Cette dernière équation forme, avec l'équation du second ordre en w, un sys- 
tème en involution, quelle que soit la fonction arbitraire «X-.. Cette dernière 
est, en général, d'ordre w, mais, pour -X = oo, elle se réduit à une équation 
d'ordre n — i . 



SUR 



L'ATTRACTION DES ELLIPSOÏDES HOMOGÈNES, 



PAR M. Hemiy BOURGET, 

iMailre de Conférences ù la Faculté des Sciences, 
et Astronome-Adjoint à l'Observatoire de Toulouse. 



1. On sait que Maclaurin a démontré que les potentiels d'un même point, re- 
lativement à deux ellipsoïdes homofocaux, sont proportionnels aux masses de ces 
ellipsoïdes. 

D'autre part, considérant une fonction continue de x^ y^ z^ en tous les points 
intérieurs à une surface fermée S, on sait qu'on appelle valeur moyenne de 
/(^> y^ 5.) à V intérieur de S, l'expression 

/ / f/(^yyf z)dxdydz 



fffdxdydz 



les intégrales qui figurent dans cette formule étant étendues à tout Tintéiieur de 
la surface S. Cela étant, il est clair qu'on peut énoncer la proposition de Ma- 
claurin en disant que la valeur moyenne de la fonction 

i, [où r'-= {œ - ay-^ (y - />)«4- (3 ~ c)»], 

à rintérieur de l'ellipsoïde, ayant pour équation 

x^ V* z^ 

— -f-yi -h-T— 1 = 0, 

a- b* c* 

ne varie pas si l'on remplace cet ellipsoïde par l'un quelconque de ses ellipsoïdes 
homofocaux, ne contenant pas le point (a, 6, c) à son intérieur. 

Sous celte forme, ce théorème a été rencontré par Cauchy [Comptes rendus, 
t. XXIX, p. 341) comme corollaire d'une proposition générale peu connue sur la 
valeur moyenne d'une fonction harmonique à l'intérieur d'un ellipsoïde. 
Fac, de T., 1* S., I. 6(> 
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Nous nous proposons, dans cet article, de démontrer la proposition de Cauchj, 
en suivant une méthode développée par Tisserand pour démontrer le théorème 

dans le cas restreint de la fonction -• 

r 



2. Considérons d'abord un poljnome sphérique de degré n entier et positif 

et proposons-nous d'évaluer sa valeur moyenne à Fîntérieur de Fellipsoïde 

a' £>' c* 

A cet effet, remplaçons dans la valeur moyenne ^'^îl V«(x, y, w), V«(j:,j', z) 
par son expression explicite en x^ y^ z et prenons les valeurs moyennes de 
chaque terme. 

Remarquons d'abord qrie la valeur moyenne d'un terme 

où l'un des trois membres /, y, k est impair, est nulle, car elle se compose de 
parties qui se détruisent deux à deux; ce qui nous montre que l'on doit supposer /i 
pair ainsi que les trois nombres entiers i^ j ^ k. Nous poserons donc 

n =z 2/?, i z= x 3c, j ^=^1 [3, k = 2 y . 
Observons, en outre, que V2/,(vr, j', s) sutisf.iisant à l'équation de Laplace 

il en résulte des relations linéaires entre les coefficients C2a,2p,2y 

On les obtient en substituant les dérivées de N -ip dans l'équation de Laplace et 
en écrivant que les termes semblables ont un coefficient nul. On trouve ainsi, en 
écrivant que le coefficient du terme en jc-*j^-P^-Y est nul, la relation 

(2a H- 2)(2a -h i)CiO(4-s,îp,2Y 
-+- (2? -\ 2)(2;3 -f- i)Cj«,5p-Hî,îr-»- ('-*•/ -H 2)(27 4--l)C,2i,jp.,y+,= O, 

où Ton a 
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D'autre part, on trouve, sans effort, en utilisant une intégrale classique 

P 1 . 3 . 5 . . . ( '^ a — 1 ) . 1 . 3 . 5 . . . ( 2 13 — I ) . 1 . 3 . 5 . . . ( 2 y — I ) j^f . jo ,j.. 

On a donc 

Pour (Jémonlrer la proposition en question, il faut montrer que cette valeur 
moyenne tllcV.»/! est de la forme 

ou bien, ce qui revient au même, que la valeur movenne est solution deTéquation 

aux dérivées partielles 

d^ d^ d4 

+ -T— ^ = o. 



ôi^a^) d{lj') à{c^) 

Or, substituons l'expression trouvée de la valeur moyenne, dans cette dernière 
équation, et écrivons que cette é(|uation est satisfaite. Nous obtenons ainsi des 
relations linéaires entre les coefficients C. La relation qui correspond au terme 
en x^^j''?z'^r est 

. , , . 1 . 3 . 5 . . . ( -a a -f- I ) . 1 . 3 . 5 . . . ( 2 ô — I ) . 1 . 3 . 5 . . . ( 2 7 — i ) 
<.a.,,,?.n(« + ') 5.7.9...(â>-Tyr ■ 

., ,o . 1 .3.5. . .(2a — i). 1 .3.5. . .(23 4- i). 1 .3.5. . .(27 — i) 
+ (^«.,p....r(? + 5.7.9..(2/> + 3) 

,i.3.5...(23f — i).i.3.5...(23 — i).i.3.5...(2y-i-i) 
4- t...,?..,..(y + .) 5.7.9-.-C-./-H3 ; = «• 

qui n'est autre que la relation écrite plus baut multipliée par le facteur différent 

de zéro 

1 1.3. 5. ..(2a — i).i.3.5...(2j3 — i).i.3.5...(2y — i) 

2 5.7.9. . .(2/> -H 3) 

et qui, par conséquent, est satisfaite. Donc la proposition est démontrée pour un 
polynôme sphérique V,i(.r, r, 5), n étant entier et positif. 

3. Il s'en suit immédiatement que la même propriété subsiste pour toute 
fonction barmoniqne, pouvant se représenter par une série de la forme 

V^Vo-+-V,4-V,-+-...-hV;.h-..., 
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iinifonnémenl convcrgciile dans un domaine sphérique comprenant rdlipsoïde (S ) 
à son inl(frieur, à condition que l'ellipsoïde hoinofocal à (S) ne soit pas tel que V 
devirnnc discontinue à son intérieur. 

i. On retombe sur le tliéorrme de Maclaurin en prenant pour V la fonclion - 
(pii est développable en une série uniformément convergente 



-V 4- -^ 



p p» p» p 



• • • ♦ 



p désignant la dislance du point attiré, au centre de l'ellipsoïde. 

On retrouve d'ailleurs, dans ce cas, la démonstration même de Tisserand. 
[Mrmoires de l^ Académie de Toulouse , iH^o.) 



TABLE DES MATIÈRES. 



Pàfe* 

Sur les solutions périodiques du problème de la rotation d*un corps autour d'un point 

fi\e ; par M. Gusta/ Kobbj à Stockholm 5 

Hecherches sur quelques équations au\ dérivées partielles du second ordre; par 

M. É, Goursat 3 1 

Kecherche des courbes dont le lieu des centres de courbure est une courbe donnée; 

par M. Victor Bouquet 79 

Kssai sur les séries divergentes; par M. M. Servant 117 

Sur les courbes de déformation des fils (deuxième Partie, Chapitres I et II); par 

M. //. Douasse 177 

Sur Féquilibre des systèmes articulés ; par M. Etienne Delassus 221 

Sur la formation explicite des équations différentielles du premier ordre dont Tinté- 

grale générale est une fonction à un nombre fini de branches; par M. Armand 

Cahen 289 

Sur les courbes de déformation des fils (deuxième Partie, Chapitre III); par M. H. 

Douasse 33 1 

Sur les variétés à trois dimensions; par M. É, Cotton 385 

Hecherches sur quelques équations aux dérivées partielles du second ordre (deuxième 

Mémoire); par M. E. Goursat 439 

Sur l'attraction des ellipsoïdes homogènes ; par M. H. Dourget 4^5 



ERRATA. 



Page 246, ligne 19, au lieu de dans ce dernier cas, mettre pour le cas le plus général de 

TSJ = I. 

Page 256, formule (3), au numérateur dans le troisième terme, lire X^ au lieu de Xq, et 

dans le quatrième ternie lire X^ [ii au lieu </eXo[A|. 
Page 264, ligne 18, ajouter le terme (3 A'— ^^')y^, 
Page 269, ligne 18, lire (i5) au lieu de (i4). 
Page 288, ligne 8, au premier terme du numérateur mettre A(Ci — i)C au lieu de 

A(C — i)C. 
Page 290, remplacer la formule de la ligne 21 par 

^ Pi CH>(C ^2 ?j -^, )J^^h^ 
^ (2p,H-P,)î-26,C 



47<> ERRATA. 

Page 293, ligne 1 î, lire au plus égaux respectivement au lieu de respectivement égaux 
Page 295, lignes 9.1 et 22, lire quatre fonctions arbitraires «j, yt, T|, po» 

Page 3oo, ligne 10, lire'U = p=^ au lieu de B = -= -^• 

Page ioî, lifljne 10, remplacer la formule du texte par 

3y = A' [- 8^« -+- 8^^— n- 'i{2y - I) /k(j^-i)]. 

Page 307, ligne 10, au lieu de la formule du texte, lire 

r 

Page 3o8, dernière ligne, lire 



s. 






ri;»M) 



/R 



Page 3ii, ligne 17, /tre k au lieu de K. 

Page 3i3, ajouter à la ligne 'i3 la phrase suivante; : Le cas où il y a un lieu de points de re- 

broussement avec ^' = 00 ne peut se présenter que si n > 2. 
Page 3i8, lignes 1*2 et i3, lire H, K, P au lieu de L, M, N. 
Page 319, ligne 20, et page 84 lignes 3, 4» 7> l^^^^ K au lieu de M. 
Page 326, ligne 10, lire i-h 4 — /i au lieu de / -+- 4. 
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